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1. O Problema do Encanamento

Temos uma rede de tubulages conectando uma represa (Fonte s) a uma cidade (Sorvedouro
t). Cada cano tem um didmetro (Capacidade) diferente. Qual é a quantidade méxima
de agua que consegue chegar na cidade por segundo?

Este é o Problema do Fluxo Maximo — um dos problemas mais fundamentais em
grafos, com aplicagoes que vao desde redes de transporte e telecomunicagoes até segmen-
tagdo de imagens e bioinformatica.

Figure 1: Rede de fluxo: fonte s, sorvedouro ¢, capacidades nas arestas. Qual a vazao
maxima de s a t?

2. Definicao Formal: Rede de Fluxo
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2. Definicao Formal: Rede de Fluxo

Rede de Fluxo

e Teoria

Uma Rede de Fluxo é um grafo dirigido G = (V, E) com:

e Uma fonte s € V: vértice onde o fluxo é produzido (origem).

e Um sorvedouro t € V: vértice onde o fluxo é consumido (destino).

e Uma funcao de capacidade ¢: V x V — Ry, onde c¢(u,v) =0 se (u,v) ¢ E.

e Sem arestas anti-paralelas: para cada par (u,v), se (u,v) € E, entao (v,u) ¢ E.

-
\

¢ Informacao

Arestas anti-paralelas: Se o grafo original possui arestas (u, v) e (v, u) simultane-
amente, podemos eliminar o conflito inserindo um vértice auxiliar w e substituindo
(u,v) por (u,w) e (w,v), ambas com a mesma capacidade original. Isso preserva a
semantica sem alterar o fluxo maximo.

-~

Fluxo: Definicao e Propriedades

e Teoria

Um fluxo em uma rede de fluxo G é uma funcao f : V x V — R que satisfaz:
1 Restrigao de capacidade: Para todo par (u,v) € V x V:

0 < f(u,v) < c(u,v)

2 Conservagao de fluxo: Para todo vértice u € V' \ {s,t}:

2: f(vvu):: E::f(u7v)

veV veV
(o que entra em u é igual ao que sai de u)

3 Valor do fluxo: O valor de um fluxo f, denotado |f|, é o fluxo liquido saindo da

fonte:
1fl=> f(s,0) = > f(v,s)

veV veV

-

J

O Problema do Fluxo Maximo consiste em encontrar um fluxo f que maximize

/-
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3. Muiltiplas Fontes e Sorvedouros

Exemplo: Fluxo Valido vs Invalido

Figure 2: * Figure 3: *
Fluxo Valido (|f]| =7) Fluxo Invalido!

No fluxo da esquerda: A recebe 5, envia 5+ 0 = 5 (conservacao OK). B recebe 2+0 = 2,
envia 2 (OK). No fluxo da direita: A recebe 8, mas envia apenas 5+ 0 = 5 — viola
conservagao no vértice A.

3. Miiltiplas Fontes e Sorvedouros

Muitos problemas reais tém varias fontes s1, so, . . ., 5, € varios sorvedouros t1, to, ..., t,,.
Para converter para o formato padrao (uma fonte, um sorvedouro):

» Pratica
Técnica: Super-Source e Super-Sink

1 Crie um vértice super-source S com arestas S — s; de capacidade oo (ou a
produgdo méxima de cada fonte s;).

2 Crie um vértice super-sink 7" com arestas t; — 7" de capacidade oo (ou a demanda
maxima de cada sorvedouro t;).

3 Resolva o fluxo maximo de S a 7" na rede estendida.

Figure 4: Transformagao de multiplas fontes/sorvedouros em fonte/sorvedouro tnicos.

4. Caminho Aumentante e Grafo Residual
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4. Caminho Aumentante e Grafo Residual

Caminho Aumentante

e Teoria

Um caminho aumentante ¢ um caminho de s a ¢ no grafo residual G onde todas
as arestas tém capacidade residual estritamente positiva.

O gargalo (bottleneck) de um caminho aumentante P é a menor capacidade residual
ao longo dele:

cr(P) = (;rvl)ilelp cr(u,v)

& J

e Teoria

Teorema (Ford-Fulkerson): O fluxo f é maximo se e somente se nao existe cam-
inho aumentante de s a t no grafo residual GY.

r
\

Grafo Residual: Construcgao

A grande sacada do método Ford-Fulkerson é a capacidade de desfazer decisoes. Dado
um fluxo f na rede G, o grafo residual Gy tem os mesmos vértices de G, mas suas
arestas tém capacidades residuais:

e Aresta de ida (u,v): se f(u,v) < c(u,v), existe aresta (u,v) em Gy com capacidade
residual:
cr(u,v) = c(u,v) — f(u,v) (quanto ainda cabe)

e Aresta reversa (v,u): se f(u,v) > 0, existe aresta (v,u) em Gy com capacidade
residual:
cp(v,u) = f(u,v) (quanto podemos “devolver”)
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4. Caminho Aumentante e Grafo Residual

Ida: 10-6 =4
Original: ¢(A,B) =10, f(A,B) =6

Figure 5: Grafo residual: aresta de ida com capacidade restante; aresta reversa com fluxo
“devolvivel”.

Exemplo Completo de Grafo Residual

Considere a rede da Figura [I] apds enviar 7 unidades pelo caminho s — A — ¢:

Figure 6: * Figure 7: *
Grafo com fluxo (|f| =7) Grafo Residual G,

Figure 8: Construcao do grafo residual a partir do fluxo. A aresta A — ¢ nao aparece no
residual (capacidade restante = 0).

Detalhamento aresta por aresta:
e s> A ida=10—7=3, volta =7
e A—t:ida=7—7=0 (ndo aparece!), volta = 7
e s — B:ida =8 —0 =8, volta = 0 (nao aparece)
e A— B:ida=5—0=5, volta = 0 (nao aparece)

e B —t: ida = 10— 0= 10, volta = 0 (ndo aparece)
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5. Ford-Fulkerson: O Método Genérico

Por que Arestas Reversas sao Essenciais?

A Importante

v . ~ frs .
Sem arestas reversas, o algoritmo pode ficar preso em solucgoes subétimas
As arestas reversas permitem “redirecionar” fluxo para caminhos mais eficientes,
efetivamente “desfazendo” decisdes anteriores.

Considere o grafo “diamante” onde todas as capacidades sao 1:

Figure 9: Grafo diamante: fluxo méaximo real = 2.

Se a primeira iteracao escolhe o caminho s -+ A — B — t (gargalo 1, |f| = 1), sem
arestas reversas nao haveria mais caminhos (pois A — B estaria saturada), resultando
em |f| =1 (sub6timo!).

Com arestas reversas, a segunda iteracao encontra s - B — A — t, usando a
aresta reversa B — A (capacidade 1). Isso efetivamente redireciona: A passa a enviar
diretamente para t em vez de via B, e B recebe diretamente de s. Resultado: |f| = 2
(6timo!).

Trés Condigoes Equivalentes
As seguintes condigoes sao equivalentes:

1 f é um fluxo maximo.

2 Nao existe caminho aumentante de s a ¢ no grafo residual G.

3 |fl = ¢(S,T) para algum corte (S,7T) (i.e., o fluxo atinge a capacidade de algum
corte).

5. Ford-Fulkerson: O Método Genérico

O método de Ford-Fulkerson é um método (nao um algoritmo especifico), pois nao especi-
fica como encontrar o caminho aumentante. A escolha do método de busca determina a
complexidade.
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5. Ford-Fulkerson: O Método Genérico

Pseudocdédigo
Método Ford-Fulkerson:

1 Inicialize f(u,v) = 0 para todas as arestas.

2 Enquanto existir caminho aumentante P de s a ¢ no grafo residual G:

e Calcule o gargalo: ¢;(P) = min{cs(u,v) : (u,v) € P}.
e Para cada aresta (u,v) no caminho P:
o f(u,v) < f(u,v) +cf(P) (aumenta o fluxo na ida)
o f(v,u) < f(v,u) —cs(P) (“devolve” na volta)

3 Retorne |f].

Trace Passo a Passo

Usando a rede da Figura (s DAl s 5B% Al B):

Iteracdo | Caminho Encontrado Gargalo If]
1 s—>A—t min(10,7) =7 7
2 s— B —t min(8,10) = 8 15
3 s >A—DB—1t min(3,5,2) =2 17
4 Sem caminho — 17 (maximo)

Na iteracao 3, as capacidades residuais sao: s —+ A tem 10 — 7 = 3, A — B tem
5—0=05,B—ttem 10 — 8 = 2. O gargalo ¢ min(3,5,2) = 2.

Complexidade e o Caso Patolégico

A Importante

Complexidade: O(E - |f*|), onde |f*| é o valor do fluxo maximo.
Com DF'S, Ford-Fulkerson pode ser exponencialmente lento:

e Em um grafo com arestas de capacidade M muito grande, DFS pode escolher cam-
inhos que passam por uma aresta de capacidade 1, adicionando apenas 1 unidade
de fluxo por iteracao.

e Com M = 10%: até 2 x 10° iteracoes!

e Com capacidades irracionais: pode nao convergir para o valor correto!
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6. Algoritmo de Edmonds-Karp

Caso Patolégico: Considere a rede com s M, A, s M, B, A N B, A M, t,

B % ¢, O fluxo maximo & 2M, mas DFS pode alternar entre s - A — B — t e
s — B — A — t (via reversa), enviando apenas 1 unidade por iteragao, totalizando
2M iteragoes.

6. Algoritmo de Edmonds-Karp
Ideia Central: BFS em vez de DFS

O algoritmo de Edmonds-Karp é a implementacao do método Ford-Fulkerson usando
BF'S para encontrar o caminho aumentante mais curto (em ntimero de arestas) no grafo
residual a cada iteragdo. Essa escolha garante complexidade polinomial, independente
do valor do fluxo.

e Teoria

Lema-Chave: Para todo vértice v, a distancia d(s,v) no grafo residual nunca
diminui ao longo das iteragoes de Edmonds-Karp.

Consequéncia: Cada aresta pode ser “critica” (gargalo) no maximo O(V/2) vezes.
Como ha O(F) arestas, hd no maximo O(V E) aumentagoes.

& J

Por que BFS e nao DFS?

Aspecto DFS (Ford-Fulkerson) | BFS (Edmonds-Karp)
Tipo de caminho Qualquer (pode ser longo) | Mais curto (menos arestas)
Tteragoes Até |f No méximo O(V' E)
Complexidade total O(E -|f*) O(V - E?)
Capacidades irracionais Pode nao convergir Sempre termina

No caso patolégico anterior, BFS encontra diretamente os caminhos s - A — t e
s — B — t (ambos com 2 arestas, enviando M cada), finalizando em apenas 2 iteracoes.

Trace Completo: Grafo com 6 Vértices

Considere a seguinte rede:
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7. Implementacao Java: Edmonds-Karp

Figure 10: Rede de 6 vértices para trace de Edmonds-Karp.

Iter | Caminho BFS Gargalo |
1 |s=>A—=>C—t min(10,4,10) =4 4
2 |s—5B—D—t min(10,9,6) = 6 10
3 |s>A—>D—C—t|min(6,8,10,6) =6 16
4 | BFS: t inalcancgavel — 16 (maximo)

Apos a iteracao 3, o grafo residual nao possui mais caminho de s a ¢t. Fluxo maximo
= 16.

7. Implementacao Java: Edmonds-Karp

Para Fluxo Maximo, a Matriz de Adjacéncia (cap[u] [v]) é mais prética que lista de
adjacéncia, desde que V' < 500.

1 import java.util.x;

3 public class MaxFlow {
4 static final int INF = Integer.MAX_VALUE;

6 public static int edmondsKarp(int N, int[][] cap, int s,

int t) {
7 int flow = O0;
8 int [] parent = new int[N];

10 while (true) {

1 // 1. BFS no grafo residual

12 Arrays.fill (parent, -1);

13 Queue<Integer> q = new LinkedList<>();
14 gq.add(s);

15 parent [s] = s;

17 while (!'q.isEmpty()) A

18 int u = q.poll();

19 if (u == t) break;

20 for (int v = 0; v < N; v++) {

21 if (parent[v] == -1 && capl[ul[v] > 0) {
22 parent [v] = u;

AED?2 - Algoritmos e Estr. de Dados BI Aléssio Junior - alessiojr.com




8. Teorema Max-Flow Min-Cut

23 q.add (v);

24 }

25 }

26 }

27

28 if (parent[t] == -1) break; // Sem caminho

29

30 // 2. Gargalo do caminho

31 int push = INF;

32 for (int v = t; v != s; v = parentl[v])

33 push = Math.min(push, caplparent[v]][v]);
34

35 // 3. Atualizar residual

36 flow += push;

37 for (int v = t; v != s; v = parent[v]) {

38 cap[parent [v]][v] -= push; // Diminui ida
39 cap[v] [parent [v]] += push; // Aumenta wvolta
40 }

41 }

42 return flow;

43 }

44}

Observagao sobre a implementagao: A matriz cap [u] [v] serve simultaneamente
como grafo e grafo residual. Ao subtrair na ida e somar na volta, automaticamente
criamos as arestas reversas. Essa elegdncia é possivel porque c¢(u,v) = 0 para arestas
inexistentes, e a soma na volta cria a capacidade de “devolugao”.

-

Complexidade: O(V - E?). Na prética, ¢ muito mais rapido que o pior caso sugere.

8. Teorema Max-Flow Min-Cut

O que é um Corte s-t7

e Teoria

Um corte s-t é uma partigao dos vértices de G em dois conjuntos S e T =V \ S,
comseSeteT.
A capacidade do corte (S,7) é:

o(S,T) =" c(u,v)

ueS
veT

Somamos apenas as capacidades das arestas que cruzam de S para T (ndao de T
para S!).

~
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8. Teorema Max-Flow Min-Cut

Exemplo: Todos os Cortes de um Grafo

Na rede da Figura [1} existem 2/V172 = 22 = 4 possiveis cortes s-t:

# 19 Arestas S — T Capacidade
1| {s} s — A (10), s — B (8) 18
2 | {s, A} s—>B®8),A— B (5),A—1t(7) 20
3 | {s,B} s — A (10), B — t (10) 20
4 | {s,A,B} | A=t (7), B—t(10) 17

O corte minimo é {s, A, B}|{t} com capacidade 17. Isso ¢ exatamente igual ao fluxo
maximo — nao € coincidéncia!

O Teorema

e Teoria

Teorema Max-Flow Min-Cut (Ford & Fulkerson, 1956):
Em qualquer rede de fluxo, o valor do fluxo maximo é exatamente igual a capaci-
dade do corte minimo que separa s de t:

ma = min¢(S, T
s ] = it e )

&

Intuicao da Prova
A prova se divide em duas partes:

1 |f| < ¢(S,T) para qualquer corte: Todo o fluxo de s a t tem que “atravessar”
qualquer corte. Como f(u,v) < c(u,v), o fluxo ndo pode exceder a capacidade do
corte.

2 Existe um corte com |f*| = ¢(S*,T%): Quando Edmonds-Karp termina (BFS falha),
defina S* = {v : v é alcan¢dvel de s no grafo residual} e 7% = V \ S*. Todas as

arestas originais de S* para T* estao saturadas (capacidade residual = 0), logo | f*| =
c(S*,T%).

Extraindo o Corte Minimo na Pratica

Apos executar Edmonds-Karp:
Algoritmo para encontrar o Corte Minimo:

1 Execute BF'S no grafo residual a partir de s.

2 S = {vértices alcancaveis}, T' = {vértices nao alcangaveis}.

3 As arestas do corte sao as arestas originais de S para T (todas saturadas).
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9. Algoritmo de Dinic

1 // Apos Edmonds-Karp: BFS no restidual a partir de s
2 boolean[] reachable = new boolean[N];

3 Queue<Integer> q = new LinkedList<>();

1 q.add(s); reachable[s] = true;

5 while (!'q.isEmpty (D)) {

6 int u = q.poll();

7 for (int v = 0; v < N; v++)

8 if (!'reachable[v] && capl[ull[v] > 0) {
9 reachable[v] = true; q.add(v);

10 }

11 ¥

12 // Arestas do corte: originalCap[u][v] > 0 &6 reachable[u] &€ !
reachable [v]

> Exemplo

Aplicacao Pratica: “Qual o menor niimero de conexoes que, se cortadas, desconecta
duas redes?” = Corte minimo! Defina cada aresta com capacidade 1 e encontre o
corte minimo.

9. Algoritmo de Dinic

O algoritmo de Dinic melhora o Edmonds-Karp usando dois conceitos-chave: Level
Graph e Blocking Flow.

Level Graph (Grafo de Niveis)

O Level Graph L é um subgrafo do grafo residual que contém apenas as arestas
(u,v) onde dist(v) = dist(u) + 1. Em outras palavras, apenas arestas que “avangam”
um nivel em direcdo a t sao mantidas.

A construcao do Level Graph é simples: execute BFS a partir de s no grafo resid-
ual. Arestas entre vértices do mesmo nivel ou que “voltam” para niveis anteriores sao
removidas.
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9. Algoritmo de Dinic

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figure 11: Level Graph: apenas arestas que avangam um nivel sdo mantidas. Arestas
entre vértices do mesmo nivel (e.g., A — B) sao removidas.

Blocking Flow (Fluxo de Bloqueio)

Um Blocking Flow é um fluxo no Level Graph que satura pelo menos uma
aresta em cada caminho de s a t. Apés um blocking flow, nenhum caminho de s a
t sobrevive no Level Graph atual.

O blocking flow é encontrado via DFS com poda:
1 DFS de s buscando ¢ no Level Graph.
2 Ao encontrar t: sature o caminho (envie o gargalo).
3 Dead-end (beco sem saida): poda o vértice e retrocede.
4 Continue DFS para encontrar mais caminhos.

5 Pare quando DFS nao alcancar ¢.

Fluxo do Algoritmo
Algoritmo de Dinic:

1 Construa o Level Graph via BFS no grafo residual.

2 Se t nao é alcangavel: pare (fluxo é maximo).

3 Encontre um Blocking Flow via DFS no Level Graph.
4 Atualize o grafo residual com o fluxo encontrado.

5 Volte ao passo 1.
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10. Comparacao de Algoritmos

Vantagem sobre Edmonds-Karp

Em uma tnica fase, Dinic encontra miltiplos caminhos aumentantes (todos de mesmo
comprimento minimo), enquanto Edmonds-Karp encontra apenas um por iteragao.

Complexidade
Caso Complexidade | Justificativa
Geral O(V?.E) <V fases, cada fase O(VE)
Caps unitarias O(E\/V ) < +V/V fases

Para matching bipartido (todas as capacidades = 1), Dinic em O(E+v/V) é o algo-
ritmo mais rapido na pratica, equivalente ao algoritmo de Hopcroft-Karp.

10. Comparacgao de Algoritmos

Algoritmo Complexidade | Quando usar

Ford-Fulkerson (DF'S) O(E -|f*]) Evitar! Pode ser exponencial.
Edmonds-Karp (BFS) O(V - E?%) Caso geral, facil de implementar
Dinic O(V?.E) Grafos grandes, competicoes
Dinic (caps unitérias) O(EVV) Matching bipartido!
Push-Relabel O(V?-E) Alternativa ao Dinic
Push-Relabel (FIFO) o(V3) Grafos muito densos

Na pratica:
e Maratona/Competicao: Dinic é o mais usado (rdapido, ~40 linhas de c6digo).
e Didatico/Aprendizado: Edmonds-Karp (mais facil de entender e implementar).

e Grafos densos muito grandes: Push-Relabel FIFO (O(V?), sem dependéncia
em F).

11. Modelagem: Capacidade nos Vértices (Vertex Splitting)

As vezes, cada vértice v tem uma capacidade maxima ¢, de fluxo que pode passar por
ele. Para modelar isso:
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12. Matching Bipartido via Fluxo Maximo

Técnica: Vertex Splitting

1 Divida cada vértice v em dois: vy, € Uoyt-

2 Todas as arestas que entram em v vao para vj,.
3 Todas as arestas que saem de v partem de vgy;.

4 Adicione aresta interna vy, — vy com capacidade c,.

@ - @

Aresta interna limita o fluxo total

Figure 12: Vertex splitting: a aresta interna vy, — v.,, com capacidade ¢, garante que no
maximo ¢, unidades passam pelo vértice.

Aplicagao: “Cada roteador suporta no maximo K pacotes por segundo.” = Vertex
splitting com ¢, = K para cada roteador.

Conectividade de vértices: Para encontrar o nimero minimo de vértices cuja
remocao desconecta s de ¢, aplique vertex splitting com ¢, = 1 para cada vértice
(exceto s e t) e calcule o fluxo méximo.

12. Matching Bipartido via Fluxo Maximo

O Matching Maximo Bipartido é um caso especial do fluxo maximo.

O Problema

Dado um grafo bipartido G = (L U R, E'), encontrar o maior conjunto de arestas tal que
nenhum vértice seja coberto por mais de uma aresta.
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13. Circulagao com Demandas (Lower Bounds)

Modelagem como Fluxo
1 Crie um super-source S com arestas S — [ de capacidade 1, para cada [ € L.
2 Crie um super-sink 7' com arestas r — T  de capacidade 1, para cada r € R.
3 Para cada aresta (I,r) do grafo bipartido, crie aresta [ — r com capacidade 1.

4 Fluxo maximo = tamanho do matching maximo!

Figure 13: Matching bipartido modelado como fluxo. Fluxo méximo = 3 = matching
perfeito: ll — T, lg — T9, l3 — 3.

Com Dinic (capacidades unitérias), a complexidade é O(EVV), que é equivalente ao
algoritmo especializado de Hopcroft-Karp.

Papel das arestas reversas no matching: Se [; for inicialmente emparelhado
com 73, mas depois Iy (que s6 pode ir para ry) precisar de 7o, a aresta reversa per-
mite “desemparelhar” [; de ry e redireciona-lo para r;. Isso é exatamente o que os
“caminhos alternados” do algoritmo de Hopcroft-Karp fazem!

13. Circulagdo com Demandas (Lower Bounds)

O Problema

Em algumas redes, cada aresta (u,v) tem nao apenas uma capacidade méxima c(u,v),
mas também um fluxo minimo obrigatério (demanda) d(u,v). Queremos:

d(u,v) < f(u,v) < c(u,v)
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14. Project Selection (Closure Problem)

Transformacao para Fluxo Padrao
1 Para cada aresta (u,v) com demanda d e capacidade c:

e Nova capacidade: ¢ = ¢ — d.

e Acumule em cada vértice: v “recebe” d obrigatoriamente (excesso positivo), u
“deve” enviar d (excesso negativo).

2 Crie super-source S’ e super-sink 7":

e Para cada vértice v com excesso positivo D, > 0: aresta S’ — v com capacidade
D,.

e Para cada vértice u com excesso negativo D, < 0: aresta u — T’ com capacidade
| Dy

3 Aresta t — s com capacidade oo (fecha o ciclo).

4 Se o fluxo méaximo de S” a 7" satura todas as arestas de S’: a circulagao é viavel!

-

14. Project Selection (Closure Problem)
O Problema

Temos um conjunto de projetos, cada um com um lucro (que pode ser positivo ou negativo
— custo). H4 dependéncias: se o projeto A depende de B, entdo para fazer A também
devemos fazer B. Queremos selecionar o subconjunto de projetos que maximiza o lucro
total.

Modelagem como Min-Cut
1 Source s — projetos com lucro > 0: aresta com capacidade = lucro.
2 Projetos com lucro < 0 — Sink ¢: aresta com capacidade = |custo].

3 Dependéncia A — B (“A depende de B”): aresta com capacidade oo.

4 Lucro maximo = Y (lucros positivos) — Min-Cut.

. J

Intuicao: O min-cut decide o que “cortar”. Cortar a aresta de s significa desistir de
um lucro. Cortar a aresta para t significa pagar um custo. Dependéncias com ca-
pacidade oo garantem que nunca sao cortadas — se selecionamos A, obrigatoriamente
selecionamos B.

~
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15. Dicas de Modelagem e Padroes Comuns

15. Dicas de Modelagem e Padroes Comuns

Checklist de Modelagem

v title=v" Checklist para Problemas de Fluxo

1 Identifique fonte e sorvedouro.
e Multiplas fontes/sorvedouros? = Super-source / super-sink.
2 Defina capacidades nas arestas (representam limites).
3 Capacidade nos vértices? =- Vertex splitting.
4 Execute Edmonds-Karp ou Dinic.

5 Precisa do corte minimo? = BFS no residual apds o fluxo.

Padroes Frequentes

Padrao Modelagem
Matching bipartido Caps 1, super-s/super-t
Alocagao com limites Caps = limites de produgdo/demanda

Conectividade de arestas | Caps 1 em cada aresta, corte minimo
Conectividade de vértices | Vertex splitting 4+ caps 1 + corte minimo
Selecao com dependéncias | Closure Problem (min-cut)

Distribuicao de tarefas Super-source (producdo), super-sink (demanda)

A Importante

PR PPN

Dica de Maratona: Se o problema menciona “capacidade”, “gargalo”, “vazao max-
7 W 7«

ima”, “corte minimo”, “matching”; ou “distribuicao 6tima” = pense em Fluxo Max-
imo!

16. Exercicios

16.1. Exercicios Conceituais

1 Explique com suas palavras o conceito de grafo residual. Por que arestas reversas sao
essenciais para a corretude do algoritmo?

2 Enuncie o Teorema Max-Flow Min-Cut. Descreva como identificar o corte minimo
apo6s executar Edmonds-Karp.

3 Por que Ford-Fulkerson com DFS pode ser exponencialmente lento, enquanto Edmonds-
Karp (BFS) garante complexidade polinomial? Dé um exemplo concreto.

4 Compare Edmonds-Karp, Dinic e Push-Relabel em termos de complexidade, facilidade
de implementacao e casos de uso recomendados.
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16. Exercicios

5 Explique a técnica de vertex splitting. Em que situagoes ela é necessaria?

6 Como o matching bipartido se reduz a um problema de fluxo maximo? Qual a
complexidade resultante com Dinic?
16.2. Exercicios Analiticos

1 Trace manual: Simule Edmonds-Karp passo a passo na rede abaixo. Mostre cada
caminho BFS, o gargalo, o fluxo acumulado e o grafo residual apds cada iteragao.

Resposta: Caminhos: s - A — C — t (garg=3), s - B — t (garg=3), s - A —
B — t (garg=1). Fluxo méximo = 7. Corte minimo: {s}|{A, B,C,t}, capacidade
44+3=T.

2 Aresta reversa crucial: Simule Edmonds-Karp na rede abaixo. Em alguma iteragao,
uma aresta reversa ¢ usada como parte do caminho BFS?

3 Corte minimo: Apdés executar Edmonds-Karp em uma rede e obter |f*| = 19, o
grafo residual permite BFS alcancar apenas {s, B} a partir de s. Dado que as arestas
originais de {s, B} para os demais sdo s — A (cap 12) e B — D (cap 7), verifique que
12+ 7=19.

4 Todos os cortes: Na rede da Figura , enumere todos os 22 = 4 cortes s-t possiveis,
suas capacidades, e identifique o corte minimo.

5 Modelagem — Fabricas e Lojas: 3 fabricas (Fj: produz 5, Fy: produz 8, Fj:
produz 4) e 4 lojas (Ly: demanda 3, Lo: demanda 5, Ls: demanda 4, L,: demanda 6).
Capacidades de transporte dadas. Como modelar como rede de fluxo? O que S, T e o
fluxo maximo representam?

Resposta: Super-source S — fabricas (cap = producao). Lojas — Super-sink 7" (cap
= demanda). Fabricas — lojas com caps de transporte. Fluxo maximo = distribuigao
Otima.
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16. Exercicios

6 Matching bipartido: 3 alunos (Aj, A, A3) e 3 projetos (Py, Py, P3). A; gosta de P,
e Py; Ay gosta de P, e P3; As gosta de P;. Modele como fluxo e encontre o matching
maximo.

Resposta: Matching maximo = 3: Ay — P, Ay — P35, A3 — P;. A aresta reversa é
crucial se A; for inicialmente atribuido a P;.
16.3. Exercicios de Programacao

1 Implemente Edmonds-Karp completo com identificacao do corte minimo. Teste na rede

da Figura [}

2 Resolva emparelhamento méximo bipartido usando sua implementagao de fluxo max-
imo. Crie a modelagem com super-source e super-sink.

3 Implemente uma fun¢do que, dado o grafo residual final, identifique e imprima todas
as arestas do corte minimo.

4 Desafio: Implemente o algoritmo de Dinic com Level Graph (BFS) e Blocking Flow
(DFS com poda). Compare o desempenho com Edmonds-Karp em grafos grandes.

5 Resolva problemas de juiz online:

e UVa 820 — Internet Bandwidth (fluxo direto)
e UVa 10480 — Sabotage (corte minimo)
e UVa 259 — Software Allocation (matching bipartido via fluxo)
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Resumo

Resumo

v title=v' Resumo: Fluxo Maximo

Conceito Complexidade | Nota

Ford-Fulkerson (DFS) O(E -|f*]) Evitar! Nao é polinomial.
Edmonds-Karp O(VE?) BFS. Fécil de implementar.
Dinic O(V?E) Level Graph + Blocking Flow.
Min-Cut Gratis BF'S no residual apés o fluxo.
Vertex Splitting — Caps nos vértices.

Matching Bipartido O(EVV) Dinic com caps unitarias.

Conceitos-chave:
e O grafo residual permite desfazer decistes via arestas reversas.

e O Teorema Max-Flow Min-Cut garante que fluxo maximo = capacidade do
corte minimo.

e BFS (Edmonds-Karp) garante convergéncia polinomial.

e Modelagem ¢ a parte mais dificil: super-source/sink, vertex splitting, capaci-
dades corretas.
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