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1. O Problema do Encanamento

Uma rede de tubula¢des conecta uma represa
(Fonte s) a uma cidade (Sorvedouro t). Cada
cano tem uma capacidade maxima.

Pergunta Central

Qual a vazao maxima que conseguimos enviar de s
a t, respeitando as capacidades?
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Pergunta Central
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® Fonte s: produz fluxo (sé sai). Numeros = capacidade méaxima de cada
aresta.
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Qual a vazao maxima que conseguimos enviar de s
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® Sorvedouro t: consome fluxo (sé entra). aresta.
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1. O Problema do Encanamento

Uma rede de tubula¢des conecta uma represa
(Fonte s) a uma cidade (Sorvedouro t). Cada
cano tem uma capacidade maxima.

Pergunta Central

Qual a vazao maxima que conseguimos enviar de s
a t, respeitando as capacidades?

® Fonte s: produz fluxo (sé sai). Numeros = capacidade méaxima de cada

® Sorvedouro t: consome fluxo (sé entra). aresta.

® Vértices internos: o que entra = o que sai.
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2. Definicao Formal: Rede de Fluxo

Rede de Fluxo
Um grafo dirigido G = (V, E) com:
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2. Definicao Formal: Rede de Fluxo

Rede de Fluxo
Um grafo dirigido G = (V, E) com:
® Funcdo capacidade: c: V x V — R, onde c(u,v) =0se (u,v) ¢ E.
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2. Definicao Formal: Rede de Fluxo

Rede de Fluxo
Um grafo dirigido G = (V, E) com:
® Funcdo capacidade: c: V x V — R, onde c(u,v) =0se (u,v) ¢ E.

® Fonte s € V: onde o fluxo é produzido.
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2. Definicao Formal: Rede de Fluxo

Rede de Fluxo

Um grafo dirigido G = (V, E) com:
® Funcdo capacidade: c: V x V — R, onde c(u,v) =0se (u,v) ¢ E.
® Fonte s € V: onde o fluxo é produzido.

® Sorvedouro t € V: onde o fluxo é consumido.
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2. Definicao Formal: Rede de Fluxo

Rede de Fluxo
Um grafo dirigido G = (V, E) com:
® Funcdo capacidade: c: V x V — R, onde c(u,v) =0se (u,v) ¢ E.

® Fonte s € V: onde o fluxo é produzido.

® Sorvedouro t € V: onde o fluxo é consumido.

Para cada par (u,v): se (u,v) € E, entdo (v, u) ¢ E (sem arestas anti-paralelas).
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2. Definicao Formal: Rede de Fluxo

Rede de Fluxo
Um grafo dirigido G = (V, E) com:
® Funcdo capacidade: c: V x V — R, onde c(u,v) =0se (u,v) ¢ E.

® Fonte s € V: onde o fluxo é produzido.
® Sorvedouro t € V: onde o fluxo é consumido.

® Para cada par (u,v): se (u,v) € E, entdo (v,u) ¢ E (sem arestas anti-paralelas).

Observacdo Importante

| N\

Se o grafo original tem arestas anti-paralelas (u, v) e (v, u), basta inserir um vértice auxiliar w
e trocar (u,v) por (u,w) e (w,v), ambas com a mesma capacidade.
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3. Fluxo: Definicao e Propriedades

Fluxo em uma Rede
Um fluxo é uma funcdo f : V x V — R satisfazendo:
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3. Fluxo: Definicao e Propriedades

Fluxo em uma Rede
Um fluxo é uma funcdo f : V x V — R satisfazendo:

1. Restrigao de capacidade: 0 < f(u,v) < c(u,v) V(u,v)e V xV
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3. Fluxo: Definicao e Propriedades

Fluxo em uma Rede
Um fluxo é uma funcdo f : V x V — R satisfazendo:

1. Restrigao de capacidade: 0 < f(u,v) < c(u,v) V(u,v)e V xV

2. Conservacgao de fluxo: Z f(v,u) = Z f(u,v) Yue V\({s,t}
veV vev

Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br CEFET-MG - Campus Timéteo



3. Fluxo: Definicao e Propriedades

Fluxo em uma Rede
Um fluxo é uma funcdo f : V x V — R satisfazendo:

1. Restrigao de capacidade: 0 < f(u,v) < c(u,v) V(u,v)e V xV
2. Conservacgao de fluxo: Z f(v,u) = Z f(u,v) Yue V\({s,t}

veV veV
3. Valor do fluxo: |f| = Z f(s,v)— Z f(v,s) = fluxo liquido saindo de s
veV veV
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3. Fluxo: Definicao e Propriedades

Fluxo em uma Rede
Um fluxo é uma funcdo f : V x V — R satisfazendo:

1. Restrigao de capacidade: 0 < f(u,v) < c(u,v) V(u,v)e V xV
2. Conservacgao de fluxo: Z f(v,u) = Z f(u,v) Yue V\({s,t}

veV veV
3. Valor do fluxo: |f| = Z f(s,v)— Z f(v,s) = fluxo liquido saindo de s
veV veV

Objetivo
Encontrar um fluxo f que maximize |f]|.
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4. Fluxo Valido vs Invalido

Fluxo Vialido (|f| =7)
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4. Fluxo Valido vs Invalido

Fluxo Vialido (|f| =7)

® A:entrab,saib5+0=5V
® B:entra24+0=2,s3ai2 VvV

® f < ¢ em todas as arestas v
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4. Fluxo Valido vs Invalido

Fluxo Vialido (|f| =7) Fluxo Invalido!

® A:entrab,saib5+0=5V
® B:entra24+0=2,s3ai2 VvV

® f < ¢ em todas as arestas v
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4. Fluxo Valido vs Invalido

Fluxo Vialido (|f| =7) Fluxo Invalido!

® A entra5,sai5+0=5v ® A:entra8 sai5+0=5 8#5!
® B:entra2+0=2,sai2 v ® Viola conservacao no vértice A.
e f S ¢ em todas as arestas v* ® Faltam 3 unidades — para onde foram?
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5. Muiltiplas Fontes e Sorvedouros

Muitos problemas reais tém varias fontes s, sp, ... e varios sorvedouros ti, s, . . ..
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5. Muiltiplas Fontes e Sorvedouros

Muitos problemas reais tém varias fontes s, sp, ... e varios sorvedouros ti, s, . . ..

Antes

Oy
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5. Muiltiplas Fontes e Sorvedouros

Muitos problemas reais tém varias fontes s, sp, ... e varios sorvedouros ti, s, . . ..

Antes Depois (Super-S e Super-T)

(o)
&
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5. Muiltiplas Fontes e Sorvedouros

Muitos problemas reais tém varias fontes s, sp, ... e varios sorvedouros ti, s, . . ..

Antes Depois (Super-S e Super-T)

(o)
&

Crie um super-source S ligado a cada fonte com capacidade co (ou a produgdo da fonte), e
um super-sink T ligado a cada sorvedouro com capacidade oo (ou a demanda).
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6. Caminho Aumentante: Intuicao

Definicao

Um caminho aumentante é um caminho de s a t no grafo residual onde todas as arestas
tém capacidade residual > 0.
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6. Caminho Aumentante: Intuicao

Definicao
Um caminho aumentante é um caminho de s a t no grafo residual onde todas as arestas
tém capacidade residual > 0.

Caminho: s -+ A— B — T, gargalo = min(5,5,8) =5
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6. Caminho Aumentante: Intuicao

Definicao
Um caminho aumentante é um caminho de s a t no grafo residual onde todas as arestas
tém capacidade residual > 0.

Caminho: s -+ A— B — T, gargalo = min(5,5,8) =5
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7. Grafo Residual: Para que Serve?

O Problema

Imagine que vocé enviou fluxo por um caminho e depois descobre que tomou uma decisao
ruim. O fluxo foi por uma aresta que deveria ter ficado livre para outro caminho mais
importante. Como consertar?
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7. Grafo Residual: Para que Serve?

O Problema
Imagine que vocé enviou fluxo por um caminho e depois descobre que tomou uma decisao
ruim. O fluxo foi por uma aresta que deveria ter ficado livre para outro caminho mais
importante. Como consertar?

Solugdo: O Grafo Residual

O grafo residual Gr é uma visao alternativa da rede que, a cada momento, mostra:

A\
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7. Grafo Residual: Para que Serve?

O Problema
Imagine que vocé enviou fluxo por um caminho e depois descobre que tomou uma decisao
ruim. O fluxo foi por uma aresta que deveria ter ficado livre para outro caminho mais
importante. Como consertar?

\

Solugdo: O Grafo Residual

O grafo residual Gr é uma visao alternativa da rede que, a cada momento, mostra:

1. Aresta de ida (u, v): quanto ainda cabe enviar = cf(u,v) =c—f

A\
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7. Grafo Residual: Para que Serve?

O Problema
Imagine que vocé enviou fluxo por um caminho e depois descobre que tomou uma decisao
ruim. O fluxo foi por uma aresta que deveria ter ficado livre para outro caminho mais
importante. Como consertar?

\

Solugdo: O Grafo Residual

O grafo residual Gr é uma visao alternativa da rede que, a cada momento, mostra:

1. Aresta de ida (u, v): quanto ainda cabe enviar = cf(u,v) =c—f

2. Aresta reversa (v, u): quanto podemos “devolver” = cf(v,u) = f

A\
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7. Grafo Residual: Para que Serve?

O Problema
Imagine que vocé enviou fluxo por um caminho e depois descobre que tomou uma decisao
ruim. O fluxo foi por uma aresta que deveria ter ficado livre para outro caminho mais
importante. Como consertar?

\

Solugdo: O Grafo Residual

O grafo residual Gr é uma visao alternativa da rede que, a cada momento, mostra:

1. Aresta de ida (u, v): quanto ainda cabe enviar = cf(u,v) =c—f

2. Aresta reversa (v, u): quanto podemos “devolver” = cf(v,u) = f

\

Exemplo: aresta original A — B com cap = 10, fluxo =6

ida: 10-6=4
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8. Grafo Residual: Exemplo Completo

Grafo com fluxo atual (|f| =7)

Fluxo depois do caminho s -+ A — t com gargalo
7.
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8. Grafo Residual: Exemplo Completo

Grafo Residual Gf

Grafo com fluxo atual (|f| =7)

Fluxo depois do caminho s -+ A — t com gargalo
7.
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8. Grafo Residual: Exemplo Completo

Grafo Residual Gf

Grafo com fluxo atual (|f| =7)

® s 5 A: ida=10 — 7 = 3, volta=7

. _ ® A— t: ida=7 — 7 = 0 (n3o aparece!), volta=7
sluxo depois do caminho s -+ A — t com gargalo e s B: ida=8, volta—0 (n3o aparece)
® A — B: ida=5, volta=0 (ndo aparece)

® B — t: ida=10, volta=0 (ndo aparece)
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9. O Grafo “Diamante”: O Problema de Decis6es Ruins

Motivacao

O grafo diamante é o menor exemplo possivel que mostra por que um algoritmo guloso sem
arestas reversas pode falhar. E a prova de conceito de que precisamos do grafo residual.
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9. O Grafo “Diamante”: O Problema de Decis6es Ruins

Motivacao
O grafo diamante é o menor exemplo possivel que mostra por que um algoritmo guloso sem
arestas reversas pode falhar. E a prova de conceito de que precisamos do grafo residual.

O Grafo (todas caps = 1)

A olho: dois caminhos independentes s—A—t e
s—B—t. Fluxo maximo = 2.
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9. O Grafo “Diamante”: O Problema de Decis6es Ruins

Motivacao
O grafo diamante é o menor exemplo possivel que mostra por que um algoritmo guloso sem
arestas reversas pode falhar. E a prova de conceito de que precisamos do grafo residual.

Passo 1 (decisdo ruim):

O Grafo (todas caps = 1) s +A— Bt (gargalo 1)

A olho: dois caminhos independentes s—A—t e
s—B—t. Fluxo maximo = 2.
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9. O Grafo “Diamante”: O Problema de Decis6es Ruins

Motivacao
O grafo diamante é o menor exemplo possivel que mostra por que um algoritmo guloso sem
arestas reversas pode falhar. E a prova de conceito de que precisamos do grafo residual.

Passo 1 (decisdo ruim):

O Grafo (todas caps = 1) s +A— Bt (gargalo 1)

|f| = 1. Fluxo passou por A—B, “desperdicando” A
que poderia ir direto para t, e bloqueando B que

A olho: dois caminhos independentes s—A—t e poderia receber de s.
s—B—t. Fluxo maximo = 2.

Sem aresta reversa: s— A saturada, B—t saturada
b D

EEFETNIE - Camrans Tees
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Ob. O Grafo “Diamante”: Aresta Reversa Salva!

Grafo Residual apés Passo 1

A aresta B — A (reversa de A—B) é a chave!
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Ob. O Grafo “Diamante”: Aresta Reversa Salva!

Passo 2: s - B — A — t (gargalo 1)
Grafo Residual apés Passo 1 ” e

A aresta B — A (reversa de A—B) é a chave!
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Ob. O Grafo “Diamante”: Aresta Reversa Salva!

Passo 2: s - B — A — t (gargalo 1)
Grafo Residual apés Passo 1 ” e

O que aconteceu de fato?

A aresta reversa cancelou o fluxo errado em A—B:
e Antes:  s—A—B—t (ruim)

3 |
A aresta B — A (reversa de A—B) é a chave! o Depois:  s—A—t e s—>B—t (Stimol)

Fluxo maximo = 2!
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Ob. O Grafo “Diamante”: Aresta Reversa Salva!

Passo 2: s - B — A — t (gargalo 1)
Grafo Residual apés Passo 1

O que aconteceu de fato?

A aresta reversa cancelou o fluxo errado em A—B:
e Antes:  s—A—B—t (ruim)

3 |
A aresta B — A (reversa de A—B) é a chave! o Depois:  s—A—t e s—>B—t (Stimol)

Fluxo maximo = 2!

Conclusdo: Por que o Grafo Residual Existe

Arestas reversas sao o mecanismo de correcao do algoritmo. Elas permitem “desfazer” fluxo
que passou por um caminho ruim e redireciona-lo por caminhos melhores. Sem elas, qualquer

decis3o ¢ irreversivel e pode levar a resultados subdtimos.
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10. Resumo: O Grafo Residual na Estratégia Algoritmica

O Grafo Residual serve para duas coisas:
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10. Resumo: O Grafo Residual na Estratégia Algoritmica

O Grafo Residual serve para duas coisas:

1. Encontrar oportunidades: caminhos de s a t indicam que da para enviar mais fluxo.
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10. Resumo: O Grafo Residual na Estratégia Algoritmica

O Grafo Residual serve para duas coisas:

1. Encontrar oportunidades: caminhos de s a t indicam que da para enviar mais fluxo.

2. Corrigir erros: arestas reversas permitem redirecionar fluxo de caminhos ruins para
melhores.
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10. Resumo: O Grafo Residual na Estratégia Algoritmica

O Grafo Residual serve para duas coisas:

1. Encontrar oportunidades: caminhos de s a t indicam que da para enviar mais fluxo.

2. Corrigir erros: arestas reversas permitem redirecionar fluxo de caminhos ruins para
melhores.

Lema Fundamental

Um fluxo f é maximo se e somente se ndao existe caminho aumentante de s a t no grafo
residual Gr.
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10. Resumo: O Grafo Residual na Estratégia Algoritmica

O Grafo Residual serve para duas coisas:

1. Encontrar oportunidades: caminhos de s a t indicam que da para enviar mais fluxo.

2. Corrigir erros: arestas reversas permitem redirecionar fluxo de caminhos ruins para
melhores.

\

Lema Fundamental

Um fluxo f é maximo se e somente se ndao existe caminho aumentante de s a t no grafo
residual Gr.

.

Sem caminho = mdaximo

Maximo = sem caminho

Se t é inalcancavel em G, os vértices
alcancgdveis formam um corte. Todas as
arestas do corte estdo saturadas =
impossivel enviar mais.

Se houvesse caminho com cap. residual
¢ > 0, poderiamos enviar mais ¢ unidades —
contradicao.
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10. Resumo: O Grafo Residual na Estratégia Algoritmica

O Grafo Residual serve para duas coisas:

1. Encontrar oportunidades: caminhos de s a t indicam que da para enviar mais fluxo.

2. Corrigir erros: arestas reversas permitem redirecionar fluxo de caminhos ruins para
melhores.

\

Lema Fundamental

Um fluxo f é maximo se e somente se ndao existe caminho aumentante de s a t no grafo
residual Gr.

.

Sem caminho = mdaximo

Maximo = sem caminho

Se t é inalcancavel em G, os vértices
alcancgdveis formam um corte. Todas as
arestas do corte estdo saturadas =
impossivel enviar mais.

Se houvesse caminho com cap. residual
¢ > 0, poderiamos enviar mais ¢ unidades —
contradicao.
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11. Ford-Fulkerson: O Método Genérico

Pseudocédigo
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11. Ford-Fulkerson: O Método Genérico

Pseudocédigo

1. Inicialize f(u, v) = 0 para todas as arestas.
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11. Ford-Fulkerson: O Método Genérico

Pseudocédigo

1. Inicialize f(u, v) = 0 para todas as arestas.
2. Enquanto existir caminho aumentante P de s a t em G:
® ¢+(P) = min{cs(u,v) : (u,v) € P} (gargalo)
® Para cada aresta (u,v) € P:
® f(u,v)+ f(u,v)+ cr(P) (aumenta na ida)
® f(v,u) < f(v,u) —cr(P) (“devolve” na volta)
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11. Ford-Fulkerson: O Método Genérico

Pseudocédigo

1. Inicialize f(u, v) = 0 para todas as arestas.
2. Enquanto existir caminho aumentante P de s a t em G:
® ¢+(P) = min{cs(u,v) : (u,v) € P} (gargalo)
® Para cada aresta (u,v) € P:
® f(u,v)+ f(u,v)+ cr(P) (aumenta na ida)
® f(v,u) < f(v,u) —cr(P) (“devolve” na volta)

3. Retorne |f].
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11. Ford-Fulkerson: O Método Genérico

Pseudocédigo

1. Inicialize f(u, v) = 0 para todas as arestas.
2. Enquanto existir caminho aumentante P de s a t em G:
® ¢+(P) = min{cs(u,v) : (u,v) € P} (gargalo)
® Para cada aresta (u,v) € P:
® f(u,v)+ f(u,v)+ cr(P) (aumenta na ida)
® f(v,u) < f(v,u) —cr(P) (“devolve” na volta)

3. Retorne |f].

4

Atencao: Complexidade depende da busca!
® Se usa DFS (qualquer caminho): O(E - |f*|) — pode ser exponencial!
* Se usa BFS (caminho mais curto): O(V - E?) — polinomial (Edmonds-Karp).

A,
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12. Ford-Fulkerson: Trace Animado

It. [ Caminho [ Garg. [ If]

Estado inicial: |f| =0
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12. Ford-Fulkerson: Trace Animado

It. ‘ Caminho ‘ Garg. ‘ |
1 | s—A-t 7 |7
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12. Ford-Fulkerson: Trace Animado

It. | Caminho | Garg. | |f]
1 | s—A->t ‘ 7 ‘ 7

2 s—B—t
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12. Ford-Fulkerson: Trace Animado

It. | Caminho | Garg. | |f]
1 s— At 7 7
2 | s»>B—t 8 15
3 |s—>A—>B—t 2 17
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12. Ford-Fulkerson: Trace Animado

It. ‘ Caminho ‘ Garg. ‘ If]
1 s—>A—t 7 7
2 | s»>B—t 8 15
3 | s—>A—>B-—t 2 17
— | Sem caminho — 17

Fluxo maximo = 17!

Sem caminho aumentante
no residual = o6timo!

Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br CEFET-MG - Campus Timéteo



13. Ford-Fulkerson com DFS: O Caso Patolégico

Fluxo méximo = 2M, mas DFS pode demorar 2M
iteracdes!
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13. Ford-Fulkerson com DFS: O Caso Patolégico

O Problema

Se DFS escolhe alternadamente:
1. s—>A— B —t(gargalo 1)
2. s> B — A—t (gargalo 1, via reversa)

Cada iteragdo aumenta o fluxo em apenas 1!
Com M = 10°%: 2 x 10° iteracdes!

Fluxo méximo = 2M, mas DFS pode demorar 2M
iteracdes!
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13. Ford-Fulkerson com DFS: O Caso Patolégico

O Problema

Se DFS escolhe alternadamente:
1. s—>A— B —t(gargalo 1)
2. s> B — A—t (gargalo 1, via reversa)

Cada iteragdo aumenta o fluxo em apenas 1!
Com M = 10°%: 2 x 10° iteracdes!

.

Solucao

Edmonds-Karp: BFS escolhe caminhos mais

Fluxo maximo = 2M, mas DFS pode demorar 2M  curtos.
iteracdes!

Primeira iteracdo ja manda M de uma vez:
* s— A—t(gargalo M)

® s — B —t (gargalo M)

A ar2lahs -
Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br
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14. Ford-Fulkerson: Analise de Complexidade

Complexidade: O(E - |f*|)
e Cada iteragdo encontra um caminho em O(E) (DFS/BFS).

¢ Cada iteragdo aumenta o fluxo em > 1 (se capacidades inteiras).

® No méximo |f*| iteragdes.
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14. Ford-Fulkerson: Analise de Complexidade

Complexidade: O(E - |f*|)
e Cada iteragdo encontra um caminho em O(E) (DFS/BFS).

¢ Cada iteragdo aumenta o fluxo em > 1 (se capacidades inteiras).

® No méximo |f*| iteragdes.

Quando é OK?

e Se |f*| é grande, é muito lento. ¢ Capacidades inteiras pequenas (|7*|
e Com capacidades irracionais: pode nao pequeno).
convergir! ® Grafos com caps unitdrias (matching).
® Com capacidades reais: pode convergir ® Na prética, quase sempre use
para valor errado. ) Edmonds-Karp ou Dinic. )
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15. Edmonds-Karp: BFS Garante Polinomial

Edmonds-Karp = Ford-Fulkerson + BFS

Em vez de qualquer caminho, sempre escolha o caminho mais curto (menor nimero de
arestas) via BFS.

Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br CEFET-MG - Campus Timéteo



15. Edmonds-Karp: BFS Garante Polinomial

Edmonds-Karp = Ford-Fulkerson + BFS

Em vez de qualquer caminho, sempre escolha o caminho mais curto (menor nimero de
arestas) via BFS.

A,

Lema-Chave (sem prova)

Para todo vértice v, a distancia d(s, v) no grafo residual nunca diminui ao longo das
iteragoes.

Consequéncia: cada aresta pode ser “critica” (gargalo) no maximo O(V/2) vezes.

.
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15. Edmonds-Karp: BFS Garante Polinomial

Edmonds-Karp = Ford-Fulkerson + BFS

Em vez de qualquer caminho, sempre escolha o caminho mais curto (menor nimero de
arestas) via BFS.

A,

Lema-Chave (sem prova)

Para todo vértice v, a distancia d(s, v) no grafo residual nunca diminui ao longo das
iteragoes.

Consequéncia: cada aresta pode ser “critica” (gargalo) no maximo O(V/2) vezes.

.

Complexidade: O(V - E?)
® Ha O(VE) aumentagdes no total.
e Cada BFS custa O(E).
* Total: O(V - E?) — independente do valor do fluxo!

v
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16. Edmonds-Karp: Por que BFS?

DFS (Ford-Fulkerson)

® Pode escolher caminhos longos e
“tortuosos” .

® Pode enviar fluxo minimo (gargalo = 1).

® Ndmero de iteragdes o< |f*|.

&\

Caminho longo
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16. Edmonds-Karp: Por que BFS?

DFS (Ford-Fulkerson)

® Pode escolher caminhos longos e
“tortuosos” .

® Pode enviar fluxo minimo (gargalo = 1).

® Ndmero de iteragdes o< |f*|.

&\

Caminho longo

Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br

BFS (Edmonds-Karp)

® Sempre escolhe o caminho mais curto.

® Distancias sé crescem = progresso
garantido.

* Ndmero de iteragdes < O(VE).

O—0—®

Caminho curto
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17. Edmonds-Karp: Trace Completo (Parte 1/3)

Rede com 6 vértices:

0/10 0/10
0/10 0/6

Estado inicial: |[f| =0
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17. Edmonds-Karp: Trace Completo (Parte 1/3)

Rede com 6 vértices:
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17. Edmonds-Karp: Trace Completo (Parte 1/3)

Rede com 6 vértices:
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18. Edmonds-Karp: Trace Completo (Parte 2/3)

4/4
10/10 H E 10/10
(5—(2)

Iter 3: s = A— D — C — t, gargalo=min(6,8,10,6) = 6. |f| = 16
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18. Edmonds-Karp: Trace Completo (Parte 2/3)

4/4
10/10 a E 10/10
(8)—Ho)

lter 4: s - B — D — C — t, garg.=min(4,3,4,0)... Vejamos o residual!
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19. Edmonds-Karp: Trace Completo (Parte 3/3)

Grafo Residual apés lter 3
(If| = 16)
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19. Edmonds-Karp: Trace Completo (Parte 3/3)

BFS no Residual
BFS a partir de s:
Grafo Residual apés Iter 3 s — B (cap4) — D (cap 3) — C (cap 4)
(’f‘ — 16) = oac
Mas C — t? N&o existe no residual (cap=0)!

BFS encontra que t é inalcancavel.
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19. Edmonds-Karp: Trace Completo (Parte 3/3)

BFS no Residual
BFS a partir de s:
Grafo Residual apés Iter 3 s — B (cap4) — D (cap 3) — C (cap 4)

(|f] = 16) — ...
Mas C — t? N&o existe no residual (cap=0)!

BFS encontra que t é inalcancavel.

Resultado Final
Fluxo maximo = 16

Verificagdo:
Saidades: 10+ 6 =16 v
Entradaem t: 10+6 =16 v
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20. Edmonds-Karp: Implementacao Java

public static int edmondsKarp(int N, int[]J[] cap, int s, int t) {
int flow = 0;
int [] parent = new int[N];
while (true) {
// BFS para encontrar caminho aumentante
Arrays.fill (parent, -1);
Queue<Integer> q = new LinkedList<>();
q.add(s); parent[s] = s;
while (!q.isEmpty ()) {
int u = q.poll();

if (u == t) break;
for (int v = 0; v < N; v++)
if (parent[v] == -1 && capl[ullv] > 0)
{ parent[v] = u; q.add(v); }
¥
if (parent[t] == -1) break; // Sem caminho

// Encontrar gargalo
int push = Integer.MAX_VALUE;
for (int v = t; v != s; v = parent[v])
push = Math.min(push, caplparent[v]][v]);

// Atualizar residual
flow += push;
for (int v = t; v != s; v = parent[v]) {
cap[parent [v]]1[v] -= push; // Diminui ida
cap[v][parent [v]] += push; // Aumenta volta
s
¥

return flow;

Prof. Aléssio Miranda Jini alessio@cefetm
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21. O que é um Corte s-t?

Definicao

Um corte s-t é uma particdo de V em dois conjuntos Se T =V \Stalquese SeteT.
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21. O que é um Corte s-t?

Definicao

Um corte s-t é uma particdo de V em dois conjuntos Se T =V \Stalquese SeteT.

Capacidade do Corte

(5, T)=> c(u,v)

ues
veT

Somamos apenas as capacidades das arestas que cruzam de S para T (ndo de T para S!).
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21. O que é um Corte s-t?

Definicao

Um corte s-t é uma particdo de V em dois conjuntos Se T =V \Stalquese SeteT.

Capacidade do Corte
(5, T) =) e(uv)

ues
veT

Somamos apenas as capacidades das arestas que cruzam de S para T (ndo de T para S!).
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22. Exemplo: Todos os Cortes de um Grafo

# \ S Arestas S — T \ Capacidade
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22. Exemplo: Todos os Cortes de um Grafo

# ‘ S ‘ Arestas S — T ‘ Capacidade
1] {s} | s—A(10), s—B (8) \ 18
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22. Exemplo: Todos os Cortes de um Grafo

# ‘ S ‘ Arestas S — T ‘ Capacidade
1 | {s} s—A (10), s— B (8) 18
2 | {s,A} s—B(8), A=»B (5), A=t (7) 20
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22. Exemplo: Todos os Cortes de um Grafo

# ‘ S ‘ Arestas S — T ‘ Capacidade
1 | {s} s—A (10), s— B (8) 18
2 | {s,A} s—B(8), A=»B (5), A=t (7) 20
3 | {s,B} s— A (10), B—t (10) 20
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22. Exemplo: Todos os Cortes de um Grafo

# ‘ S ‘ Arestas S — T ‘ Capacidade
1 | {s} s—A (10), s— B (8) 18
2 | {s,A} s—B(8), A=»B (5), A=t (7) 20
3 | {s,B} s— A (10), B—t (10) 20
4 | {s,A,B} | A=t (7), B—t (10) 17

Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br CEFET-MG - Campus Timéteo



22. Exemplo: Todos os Cortes de um Grafo

# ‘ S ‘ Arestas S — T ‘ Capacidade
1 | {s} s—A (10), s— B (8) 18
2 | {s,A} s—B(8), A=»B (5), A=t (7) 20
3 | {s,B} s— A (10), B—t (10) 20
4 | {s,A,B} | A=t (7), B—t (10) 17

Corte Minimo

O corte {s, A, B}|{t} tem capacidade 17 — é o corte minimo!
E o fluxo maximo também é 17. Coincidéncia? Nao!
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23. Teorema Max-Flow = Min-Cut

Teorema (Ford & Fulkerson, 1956)

Em qualquer rede de fluxo, o valor do fluxo maximo ¢ igual a capacidade do corte minimo.
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23. Teorema Max-Flow = Min-Cut

Teorema (Ford & Fulkerson, 1956)

Em qualquer rede de fluxo, o valor do fluxo maximo ¢ igual a capacidade do corte minimo.

Parte 1: |f| < ¢(S, T) para qualquer corte

Todo o fluxo de s a t tem que atravessar qualquer corte.
Como f(u,v) < c(u, v), temos |f| < c(S, T).

= Nenhum fluxo pode exceder nenhum corte.
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23. Teorema Max-Flow = Min-Cut

Teorema (Ford & Fulkerson, 1956)

Em qualquer rede de fluxo, o valor do fluxo maximo ¢ igual a capacidade do corte minimo.

Parte 1: |f| < ¢(S, T) para qualquer corte

Todo o fluxo de s a t tem que atravessar qualquer corte.
Como f(u,v) < c(u, v), temos |f| < c(S, T).
= Nenhum fluxo pode exceder nenhum corte.

.

Parte 2: Existe um corte onde |f*| = ¢(S*, T*)

Quando Edmonds-Karp termina (BFS falha), defina:

S* = {v: v é alcangdvel de s no grafo residual} e T* = V' \ S*.

Todas as arestas originais de S* para T* estdo saturadas = |f*| = ¢(S*, T*).

A
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23. Teorema Max-Flow = Min-Cut

Teorema (Ford & Fulkerson, 1956)

Em qualquer rede de fluxo, o valor do fluxo maximo ¢ igual a capacidade do corte minimo.

Parte 1: |f| < ¢(S, T) para qualquer corte

Todo o fluxo de s a t tem que atravessar qualquer corte.
Como f(u,v) < c(u, v), temos |f| < c(S, T).
= Nenhum fluxo pode exceder nenhum corte.

.

Parte 2: Existe um corte onde |f*| = ¢(S*, T*)

Quando Edmonds-Karp termina (BFS falha), defina:

S* = {v: v é alcangdvel de s no grafo residual} e T* = V' \ S*.

Todas as arestas originais de S* para T* estdo saturadas = |f*| = ¢(S*, T*).

Consequéncia Pratica
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24. Extraindo o Corte Minimo na Pratica

Apds executar Edmonds-Karp e obter o fluxo maximo:

Algoritmo
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24. Extraindo o Corte Minimo na Pratica

Apds executar Edmonds-Karp e obter o fluxo maximo:

Algoritmo

1. Execute BFS no grafo residual a partir de s.

Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br CEFET-MG - Campus Timéteo



24. Extraindo o Corte Minimo na Pratica

Apds executar Edmonds-Karp e obter o fluxo maximo:

Algoritmo

1. Execute BFS no grafo residual a partir de s.

2. S = {vértices alcangdveis}, T = {vértices ndo alcangaveis}.
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24. Extraindo o Corte Minimo na Pratica

Apds executar Edmonds-Karp e obter o fluxo maximo:

Algoritmo

1. Execute BFS no grafo residual a partir de s.
2. S = {vértices alcangdveis}, T = {vértices ndo alcangaveis}.

3. Arestas do corte = arestas originais de S para T (estdo todas saturadas).
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24. Extraindo o Corte Minimo na Pratica

Apds executar Edmonds-Karp e obter o fluxo maximo:

Algoritmo
1. Execute BFS no grafo residual a partir de s.
2. S = {vértices alcangdveis}, T = {vértices ndo alcangaveis}.

3. Arestas do corte = arestas originais de S para T (estdo todas saturadas).
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24. Extraindo o Corte Minimo na Pratica

Apds executar Edmonds-Karp e obter o fluxo maximo:

Algoritmo
1. Execute BFS no grafo residual a partir de s.
2. S = {vértices alcangdveis}, T = {vértices ndo alcangaveis}.

3. Arestas do corte = arestas originais de S para T (estdo todas saturadas).
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25. Dinic: ldeia Central

Melhoria sobre Edmonds-Karp

Edmonds-Karp envia um caminho aumentante por BFS. Dinic envia multiplos caminhos por
fase, usando DFS no Level Graph.
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25. Dinic: ldeia Central

Melhoria sobre Edmonds-Karp

Edmonds-Karp envia um caminho aumentante por BFS. Dinic envia multiplos caminhos por
fase, usando DFS no Level Graph.

1. BFS a partir de s = constréi o Level Graph (grafo de niveis).
2. DFS no Level Graph = encontra o Blocking Flow (fluxo de bloqueio).

3. Repete até BFS n3o alcangar t.
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25. Dinic: ldeia Central

Melhoria sobre Edmonds-Karp

Edmonds-Karp envia um caminho aumentante por BFS. Dinic envia multiplos caminhos por
fase, usando DFS no Level Graph.

1. BFS a partir de s = constréi o Level Graph (grafo de niveis).
2. DFS no Level Graph = encontra o Blocking Flow (fluxo de bloqueio).

3. Repete até BFS n3o alcangar t.

- Repete até BFS falhar — =~
- ~
- ~
- ~
- ~

- ~
BFS: Level Graph DFS: Blocking FIow)—){Atualiza Residualj
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25. Dinic: ldeia Central

Melhoria sobre Edmonds-Karp

Edmonds-Karp envia um caminho aumentante por BFS. Dinic envia multiplos caminhos por
fase, usando DFS no Level Graph.

1. BFS a partir de s = constréi o Level Graph (grafo de niveis).
2. DFS no Level Graph = encontra o Blocking Flow (fluxo de bloqueio).

3. Repete até BFS n3o alcangar t.

= = Repete até BFS falhar ~ o

- e - i N = s ~
BFS: Level Graph DFS: Blocking FIow)—){Atualiza Residualj

Complexidade: O(V? - E)

No maximo O(V) fases (nivel de t cresce a cada fase). Cada fase: O(VE).
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26. Level Graph: Construcao

Definicao

O Level Graph Lg contém apenas as arestas (u, v) do grafo residual onde
dist(v) = dist(u) + 1 (arestas que “avangam” um nivel em dire¢do a t).
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26. Level Graph: Construcao

Definicao
O Level Graph Lg contém apenas as arestas (u, v) do grafo residual onde
dist(v) = dist(u) + 1 (arestas que “avangam” um nivel em dire¢do a t).

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
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26. Level Graph: Construcao

Definicao
O Level Graph Lg contém apenas as arestas (u, v) do grafo residual onde
dist(v) = dist(u) + 1 (arestas que “avangam” um nivel em dire¢do a t).

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
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26. Level Graph: Construcao

Definicao
O Level Graph Lg contém apenas as arestas (u, v) do grafo residual onde
dist(v) = dist(u) + 1 (arestas que “avangam” um nivel em dire¢do a t).

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Arestas entre vértices do mesmo nivel ou que “voltam” para niveis anteriores s3o removidas.
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27. Blocking Flow: DFS com Poda

Definicao

Um Blocking Flow (fluxo de bloqueio) satura pelo menos uma aresta em cada caminho de
s a t no Level Graph.
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27. Blocking Flow: DFS com Poda

Um Blocking Flow (fluxo de bloqueio) satura pelo menos uma aresta em cada caminho de
s a t no Level Graph.

\

Como encontrar (DFS)
1. DFS de s buscando t.
Ao encontrar t: sature o caminho (gargalo).
Dead-end (beco sem saida): poda o vértice e retrocede.

Continue DFS para encontrar mais caminhos.

ol gm0 Y

Para quando DFS n3o alcangar t.
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27. Blocking Flow: DFS com Poda

Um Blocking Flow (fluxo de bloqueio) satura pelo menos uma aresta em cada caminho de
s a t no Level Graph.

\

Como encontrar (DFS)
1. DFS de s buscando t.

Ao encontrar t: sature o caminho (gargalo).

Dead-end (beco sem saida): poda o vértice e retrocede.

Continue DFS para encontrar mais caminhos.

ol gm0 Y

Para quando DFS n3o alcangar t.

Vantagem sobre Edmonds-Karp

Em uma unica fase, Dinic encontra varios caminhos aumentantes (todos de mesmo

comprimento). Edmonds-Karp encontra apenas um.
Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br CEFET-MG - Campus Timéteo




28. Dinic: Trace Animado
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28. Dinic: Trace Animado

Fase 1: Level Graph (BFS)

Niveis: s=0, A=1, B=1, t=2.

A — B: removida (mesmo nivel).
Blocking Flow (DFS):

e s — A— t: gargalo = min(4,5) =4
e s — B — t: gargalo = min(3,4) =3
Fluxo da fase: 4 +3 =7.
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28. Dinic: Trace Animado

Fase 1: Level Graph (BFS)

Niveis: s=0, A=1, B=1, t=2. Fase 2: Novo Level Graph no Residual.
A — B: removida (mesmo nivel). BFS de s: t inalcangavel!

Blocking Flow (DFS): Fluxo maximo = 7

e s — A— t: gargalo = min(4,5) = 4 (Edmonds-Karp usaria 2 iteracdes de BFS.

e s — B — t: gargalo = min(3,4) =3 Dinic fez em 1 fase com 2 caminhos simultaneos.)

Fluxo da fase: 4 4+3=7.
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29. Comparacao de Algoritmos

Algoritmo \ Complexidade \ Quando usar
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29. Comparacao de Algoritmos

Algoritmo ‘ Complexidade ‘ Quando usar
Ford-Fulkerson (DFS) ‘ O(E -|f*) ‘ Evitar! Pode ser exponencial.
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29. Comparacao de Algoritmos

Algoritmo ‘ Complexidade ‘ Quando usar
Ford-Fulkerson (DFS) O(E -|f*) Evitar! Pode ser exponencial.

Edmonds-Karp (BFS) O(V - E?) Implementacdo simples, caso geral.
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29. Comparacao de Algoritmos

Algoritmo ‘ Complexidade ‘ Quando usar

Ford-Fulkerson (DFS) O(E -|f*) Evitar! Pode ser exponencial.
Edmonds-Karp (BFS) O(V - E?) Implementacdo simples, caso geral.
Dinic O(V?-E) Grafos grandes, competicdes.
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29. Comparacao de Algoritmos

Algoritmo ‘ Complexidade ‘ Quando usar

Ford-Fulkerson (DFS) O(E -|f*) Evitar! Pode ser exponencial.
Edmonds-Karp (BFS) O(V - E?) Implementacdo simples, caso geral.
Dinic O(V?-E) Grafos grandes, competicdes.
Dinic (caps unitdrias) O(EVV) Matching bipartido!
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29. Comparacao de Algoritmos

Algoritmo Complexidade | Quando usar

Ford-Fulkerson (DFS) O(E -|f*) Evitar! Pode ser exponencial.
Edmonds-Karp (BFS) O(V - E?) Implementacdo simples, caso geral.
Dinic O(V?-E) Grafos grandes, competicdes.

Dinic (caps unitdrias) O(EVV) Matching bipartido!
Push-Relabel O(V?-E) Alternativa ao Dinic.

Push-Relabel (FIFO) o(Vv?) Grafos muito densos.
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29. Comparacao de Algoritmos

Algoritmo

Complexidade

Quando usar

Ford-Fulkerson (DFS)
Edmonds-Karp (BFS)
Dinic

Dinic (caps unitdrias)
Push-Relabel
Push-Relabel (FIFO)

Na Pratica

O(E - [F])
Oo(V - E?)
O(V?.E)
O(EVV)
O(V?-E)
o(Vv?)

Evitar! Pode ser exponencial.
Implementagao simples, caso geral.
Grafos grandes, competicdes.
Matching bipartido!

Alternativa ao Dinic.

Grafos muito densos.

* Maratona/Competicdo: Dinic é o mais usado (rdpido, ~40 linhas).

¢ Didatico: Edmonds-Karp (mais facil de entender e implementar).

¢ Grafos densos muito grandes: Push-Relabel FIFO.
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30. Capacidade nos Vértices: Vertex Splitting

As vezes cada vértice v tem uma capacidade
maxima ¢, de fluxo que pode passar por ele.

Técnica: Vertex Splitting
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30. Capacidade nos Vértices: Vertex Splitting

As vezes cada vértice v tem uma capacidade
maxima ¢, de fluxo que pode passar por ele.

Técnica: Vertex Splitting

1. Divida v em vi, e vout.
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30. Capacidade nos Vértices: Vertex Splitting

As vezes cada vértice v tem uma capacidade
maxima ¢, de fluxo que pode passar por ele.

Técnica: Vertex Splitting

1. Divida v em vi, e vout.

2. Todas as arestas que entram em v — entram
em V.
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30. Capacidade nos Vértices: Vertex Splitting

As vezes cada vértice v tem uma capacidade
maxima ¢, de fluxo que pode passar por ele.

Técnica: Vertex Splitting

1. Divida v em vi, e vout.

2. Todas as arestas que entram em v — entram
em Vi,.

3. Todas as arestas que saem de v — saem de

Vout -
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30. Capacidade nos Vértices: Vertex Splitting

As vezes cada vértice v tem uma capacidade
maxima ¢, de fluxo que pode passar por ele.

Técnica: Vertex Splitting

1.
2.

Divida v em v;, e vout.

Todas as arestas que entram em v — entram
em Vi,.

Todas as arestas que saem de v — saem de
Vout -

Aresta interna: vi, — Vout com capacidade ¢,. )
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30. Capacidade nos Vértices: Vertex Splitting

As vezes cada vértice v tem uma capacidade
maxima ¢, de fluxo que pode passar por ele.

Técnica: Vertex Splitting )

1. Divida v em vi, e vout.

2. Todas as arestas que entram em v — entram
em V.

Aresta interna limita o fluxo

3. Todas as arestas que saem de v — saem de
Vout -
4. Aresta interna: vi, — Vout com capacidade ¢, . )

Exemplo de Aplicacao
“Cada roteador suporta no méximo K pacotes por segundo.” =- Vertex splitting com ¢, = K.
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31. Matching Bipartido via Fluxo Maximo

Problema

Dado um grafo bipartido G = (LU R, E),
encontrar o maior nimero de arestas sem
vértice repetido.

CEFET-MG - Campus Timéteo
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31. Matching Bipartido via Fluxo Maximo

Problema

Dado um grafo bipartido G = (LU R, E),
encontrar o maior nimero de arestas sem
vértice repetido.

Modelagem

1. Super-source S — cada [ € L (cap 1).
2. Cada r € R — Super-sink T (cap 1).

3. Arestas | — r com cap 1 (se (/,r) € E).
4

. Fluxo méximo = tamanho do matching!
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31. Matching Bipartido via Fluxo Maximo

Problema

Dado um grafo bipartido G = (LU R, E),
encontrar o maior nimero de arestas sem
vértice repetido.

Modelagem

1. Super-source S — cada [ € L (cap 1).

2. Cada r € R — Super-sink T (cap 1).

3. Arestas | — r com cap 1 (se (/’ r) c E)_ Fluxo mdximo = 3 = matching perfeito!
4

. Fluxo méximo = tamanho do matching!
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31. Matching Bipartido via Fluxo Maximo

Problema

Dado um grafo bipartido G = (LU R, E),
encontrar o maior nimero de arestas sem
vértice repetido.

Modelagem

1. Super-source S — cada [ € L (cap 1).
2. Cada r € R — Super-sink T (cap 1).
3. Arestas | — r com cap 1 (se (/,r) € E).
4. Fluxo méximo = tamanho do matching!

Fluxo mdximo = 3 = matching perfeito!

Complexidade com Dinic
Grafos com caps unitarias: O(E+v/V) — mais rdpido que Hopcroft-Karp genérico!
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32. Circulagdo com Demandas (Lower Bounds)

Problema

Cada aresta (u, v) tem um fluxo minimo d(u, v) além da capacidade c(u, v).
Queremos: d(u,v) < f(u,v) < c(u, v).
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32. Circulagdo com Demandas (Lower Bounds)

Problema

Cada aresta (u, v) tem um fluxo minimo d(u, v) além da capacidade c(u, v).
Queremos: d(u,v) < f(u,v) < c(u, v).

Transformacdo para Fluxo Padrao

| A\

1. Para cada aresta (u, v) com demanda d, capacidade c:
® Nova capacidade: ¢’ = ¢ —d.
® Ajuste: u “deve” d unidades, v “recebe” d.

Crie super-source S’ e super-sink T'.
S’ — v com cap = excesso de v (total recebido obrigatério).
u— T’ com cap = déficit de u (total a enviar obrigatério).

Aresta t — s com cap oo (fecha o ciclo).

en & > W

Se fluxo maximo satura todas as arestas de S’: circulacido existe!

A,
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33. Project Selection (Closure Problem)

Problema

Projetos com lucro (positivo ou negativo) e dependéncias. Selecionar subconjunto de lucro
maximo respeitando: se projeto A depende de B, entdo B também deve ser selecionado.
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33. Project Selection (Closure Problem)

Projetos com lucro (positivo ou negativo) e dependéncias. Selecionar subconjunto de lucro
maximo respeitando: se projeto A depende de B, entdo B também deve ser selecionado.

Modelagem como Min-Cut

1. Source s — projetos com lucro > 0 (cap = lucro).
2. Projetos com lucro < 0 — Sink t (cap = |custo|).
3. Dependéncia A — B: aresta com cap oo.
4

. Lucro maximo = }_ lucros positivos — Min-Cut.

Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br CEFET-MG - Campus Timéteo



33. Project Selection (Closure Problem)

Problema

Projetos com lucro (positivo ou negativo) e dependéncias. Selecionar subconjunto de lucro
maximo respeitando: se projeto A depende de B, entdo B também deve ser selecionado.

Modelagem como Min-Cut

| A\

1. Source s — projetos com lucro > 0 (cap = lucro).
2. Projetos com lucro < 0 — Sink t (cap = |custo|).
3. Dependéncia A — B: aresta com cap oo.
4

. Lucro maximo = }_ lucros positivos — Min-Cut.

| A\

O min-cut “corta” o minimo necessério: ou desistimos de um lucro (cortamos de s), ou
pagamos um custo (cortamos para t). Dependéncias com co garantem consisténcia.

Prof. Aléssio Miranda Jiinior - alessio@cefetmg.br CEFET-MG - Campus Timéteo



34. Dicas de Modelagem e Padroes Comuns

Checklist de Modelagem
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34. Dicas de Modelagem e Padroes Comuns

Checklist de Modelagem

1. ldentifique fonte e sorvedouro.
® Multiplos? = Super-source / super-sink.
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34. Dicas de Modelagem e Padroes Comuns

Checklist de Modelagem

1. ldentifique fonte e sorvedouro.
® Multiplos? = Super-source / super-sink.

2. Defina capacidades nas arestas.
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34. Dicas de Modelagem e Padroes Comuns

Checklist de Modelagem

1. ldentifique fonte e sorvedouro.
® Multiplos? = Super-source / super-sink.

2. Defina capacidades nas arestas.

3. Capacidade nos vértices? =- Vertex splitting.
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34. Dicas de Modelagem e Padroes Comuns

Checklist de Modelagem

1. ldentifique fonte e sorvedouro.
® Multiplos? = Super-source / super-sink.

2. Defina capacidades nas arestas.
3. Capacidade nos vértices? =- Vertex splitting.
4. Execute Edmonds-Karp ou Dinic.
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34. Dicas de Modelagem e Padroes Comuns

Checklist de Modelagem

1. ldentifique fonte e sorvedouro.
® Multiplos? = Super-source / super-sink.

. Defina capacidades nas arestas.
. Capacidade nos vértices? =- Vertex splitting.
. Execute Edmonds-Karp ou Dinic.

g, W N

. Precisa do corte? = BFS no residual.
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34. Dicas de Modelagem e Padroes Comuns
Checklist de Modelagem

1. ldentifique fonte e sorvedouro.
® Multiplos? = Super-source / super-sink.
2. Defina capacidades nas arestas.
3. Capacidade nos vértices? =- Vertex splitting.
4. Execute Edmonds-Karp ou Dinic.

5. Precisa do corte? = BFS no residual.

Padrdes Frequentes em CompeticGes

Padrao ‘ Modelagem

Matching bipartido Caps 1, super-s/super-t

Alocag¢do com limites Caps = limites de producio/demanda
Conectividade de arestas Caps 1 em cada aresta, corte minimo

Conectividade de vértices | Vertex splitting 4+ caps 1 + corte minimo
Selecdo com dependéncias | Closure Problem (min-cut)
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Exercicio 1: Trace Manual Edmonds-Karp

Simule Edmonds-Karp na rede abaixo. Mostre cada caminho aumentante e o fluxo acumulado.

. Qual o fluxo maximo?
. Quais os caminhos BFS em cada iteracio?

. Qual o gargalo de cada caminho?

BwWw NN =

. Qual o corte minimo?
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Exercicio 1: Trace Manual Edmonds-Karp

Simule Edmonds-Karp na rede abaixo. Mostre cada caminho aumentante e o fluxo acumulado.

. Qual o fluxo maximo?
. Quais os caminhos BFS em cada iteracio?

. Qual o gargalo de cada caminho?

BwWw NN =

. Qual o corte minimo?

Resposta

Iter | Caminho (BFS) | Gargalo | If]
1 [s>A—-C—t | min(434)=3] 3
2 |s—>B—t min(3,5) =3 6

3 s—>A—B—t | mn(l,22)=1]| 7
Corte minimo: S = {s}, T={A,B,C,t}. ¢(5,T)=4+3=7V
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Exercicio 2: A Importancia da Aresta Reversa

1. Trace Edmonds-Karp. Em alguma
iteracdo, uma aresta reversa é usada?

2. Qual seria o resultado sem arestas
reversas?

3. Desenhe o grafo residual final.
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Exercicio 2: A Importancia da Aresta Reversa

1. Trace Edmonds-Karp. Em alguma
iteracdo, uma aresta reversa é usada?

2. Qual seria o resultado sem arestas
reversas?

3. Desenhe o grafo residual final.

Resposta

Iter 1: s > A — t, garg=2, |f| = 2.

Iter 2: s — B — t, garg=3, |f| = 5.

Iter 3: s - A — B — t, garg=1 (usa A — B de ida, mas sem reversa crucial aqui).

Porém se Iter 1 fosse s -+ A — B — t (garg=2), lter 2: s — B — ... precisa reversa B — Al
Fluxo maximo = 5. Depende do caminho BFS escolhido.
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Exercicio 3: Modelagem — Fabricas e Lojas

Problema

3 fébricas (F1: produz 5, Fp: produz 8, F3: produz 4) e 4 lojas (L1: demanda 3, Ly: demanda
5, L3: demanda 4, L4: demanda 6). Nem toda fabrica atende toda loja. Capacidades de
transporte dadas. Qual a distribuicdo 6tima?

1. Como modelar como rede de fluxo?

2. Onde ficam s e t?
3. O que significa "distribuicdo étima"?

CEFET-MG - Campus Timéteo
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Exercicio 3: Modelagem — Fabricas e Lojas

Problema

3 fébricas (F1: produz 5, Fp: produz 8, F3: produz 4) e 4 lojas (L1: demanda 3, Ly: demanda
5, L3: demanda 4, L4: demanda 6). Nem toda fabrica atende toda loja. Capacidades de
transporte dadas. Qual a distribuicdo 6tima?

1. Como modelar como rede de fluxo?
2. Onde ficam s e t7?
3. O que significa "distribuicdo étima"?

Resposta

Super-Source S — cada fébrica (cap = producdo de cada fabrica).

Cada loja — Super-Sink T (cap = demanda de cada loja).

Fabricas — lojas com caps de transporte.

Fluxo maximo = quantidade maxima distribuida. Se |f*| = ) demandas, toda demanda é
atendida!
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Exercicio 4: Matching Bipartido

3 alunos (A1, Az, A3) e 3 projetos
(P17 P27 P3)

® Ai: gosta de Py e Ps.
® Ay: gosta de P e P3.
® As: gosta de P;.

1. Modele como rede de fluxo.
2. Qual o matching maximo?

(. . 3. Qual o corte minimo correspondente?
Cada aluno faz no méaximo 1 projeto.

Cada projeto € feito por no maximo 1
aluno.
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Exercicio 4: Matching Bipartido

3 alunos (A1, Az, A3) e 3 projetos
(P17 P27 P3)

® Ai: gosta de Py e Ps.
1. Modele como rede de fluxo.
® Ay: gosta de P e P3.
o As: gosta de Py, 2. Qual o matching maximo?
(. . 3. Qual o corte minimo correspondente?
Cada aluno faz no méaximo 1 projeto.

Cada projeto € feito por no maximo 1
aluno.

Resposta
S — A1,A2,As3 (cap 1). P1,P2,P3 — T (cap 1). Arestas de preferéncia (cap 1).

Matching maximo = 3: Ay — P>, Ay — P3, A3 — P
(Se As for atribuido a Py primeiro, a aresta reversa redireciona: As “rouba” P; de A;.)
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Exercicio 5: Encontrar o Corte Minimo

Apés executar Edmonds-Karp no grafo abaixo e obter |f*| = 19:

12/12

1. Construa o grafo residual.
2. Execute BFS de s no residual. Quais vértices sdo alcancdveis?
3. Quais s3o as arestas do corte minimo?
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Exercicio 5: Encontrar o Corte Minimo

Apés executar Edmonds-Karp no grafo abaixo e obter |f*| = 19:

12/12

1. Construa o grafo residual.
2. Execute BFS de s no residual. Quais vértices sdo alcancdveis?
3. Quais s3o as arestas do corte minimo?

Resposta

Residual: s pode alcangar B (cap=4), B pode alcan¢ar A (cap=4), B pode alcangar D?
S={s,B}, T={A,C,D,t}. Corte: s +A(12) + B— D (7) =19 v
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Resumo Final: Fluxo Maximo

Conceito

Complexidade

Nota

Ford-Fulkerson (DFS)
Edmonds-Karp
Dinic

Min-Cut

Vertex Splitting
Matching Bipartido

O(E - |f"])
O(VE?)
O(VZ2E)

Grétis

O(E_W)

Evitar! N3o é polinomial.
BFS. Facil de implementar.
Level Graph + Blocking Flow.
BFS no residual apés o fluxo.
Cap. nos vértices.

Dinic com caps unitarias.
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Resumo Final: Fluxo Maximo

Conceito Complexidade | Nota

Ford-Fulkerson (DFS) O(E -|f*]) Evitar! Ndo é polinomial.
Edmonds-Karp O(VE?) BFS. Facil de implementar.
Dinic O(VZ2E) Level Graph + Blocking Flow.
Min-Cut Gratis BFS no residual apés o fluxo.
Vertex Splitting — Cap. nos vértices.

Matching Bipartido O(EVV) Dinic com caps unitdrias.

Checklist de Modelagem

1. Identifique fonte e sorvedouro (criar super-S/super-T se necessario).
Defina capacidades nas arestas.
Capacidade em vértices? = Vertex splitting.

Execute Edmonds-Karp ou Dinic.

AR

Precisa do corte? = BFS no residual.
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Resumo Final: Fluxo Maximo

Conceito Complexidade | Nota

Ford-Fulkerson (DFS) O(E -|f*]) Evitar! Ndo é polinomial.
Edmonds-Karp O(VE?) BFS. Facil de implementar.
Dinic O(VZ2E) Level Graph + Blocking Flow.
Min-Cut Gratis BFS no residual apés o fluxo.
Vertex Splitting — Cap. nos vértices.

Matching Bipartido O(EVV) Dinic com caps unitdrias.

Checklist de Modelagem

1. Identifique fonte e sorvedouro (criar super-S/super-T se necessario).
Defina capacidades nas arestas.
Capacidade em vértices? = Vertex splitting.

Execute Edmonds-Karp ou Dinic.

AR

Precisa do corte? = BFS no residual.

Dica de Maratona
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