Aula 3: Como a Maquina Aprende (Descida
do Gradiente)

Aléssio Miranda Junior

Agosto - 2026/2

[ O que voceé vera neste capitulo

Um modelo neural torna-se funcionalmente adaptativo apenas quando dis-
pde de um mecanismo sistematico de calibracao de seus parametros livres.
Nos capitulos anteriores, analisamos exclusivamente a propagacao direta
dos dados (Forward Propagation) com pesos pré-definidos. Este capitulo
formaliza o processo de ajuste supervisionado por meio da Descida do Gra-
diente (Gradient Descent). Examinamos a Funcao de Perda (MSE), conec-
tamos os fundamentos de Calculo Diferencial (derivadas parciais e vetor
gradiente) ao processo de otimizagao, analisamos a dinamica da taxa de
aprendizado (Learning Rate), detalhamos o algoritmo de retropropagacao
(Backpropagation) passo a passo e discutimos os fendmenos de instabili-
dade numérica, como a explosao e o desvanecimento do gradiente.

1 O Problema da Otimizac¢ao: Avaliando o Préprio
Erro

Na etapa de Propagacao (Aula 2), a nossa rede neural recebe matrizes de
Entrada X e gera uma predi¢cdo j. Contudo, como os tensores de pesos W
e viés b sao inicializados com ruido aleatorio gaussiano (por exemplo, via
np.random.randn), as predicdes geradas no instante t = 0 sao puramente es-
tocasticas e altamente erréneas.

O aprendizado de maguina nada mais € do que o processo de otimizacao
matematica iterativa que visa a redugao gradual desse erro. Para isso, preci-
samos, antes de tudo, quantifica-lo de forma que o computador entenda a
gravidade da sua falha.
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1.1 A Funcao de Perda (Loss Function): MSE

Para sabermos o quanto a nossa rede esta errando, instituimos a Funcao de
Perda (ou Loss Function). Ela compara a previsao feita pela rede () com a
resposta real que esperavamos obter (y).

A Média dos Erros Quadraticos (MSE — Mean Squared Error) é a métrica
padrao para problemas de regressao continua. Ela calcula a puni¢cao rigorosa
para cada tentativa da rede ao longo de N amostras:

MSE = + i(y —1;)? (1)
N‘ 1 1

Ao elevar a diferenca ao quadrado em vez de usar um valor absoluto, a
funcao assegura dois efeitos colaterais relevantes para a otimizagao:

1 N3ao negatividade: Garante que discrepancias positivas e negativas nao
se compensem mutuamente, quantificando a magnitude absoluta dos
desvios.

2 Penalizacao quadratica: Atribui peso proporcionalmente maior a desvios
expressivos (um residuo de magnitude 10 gera custo 100, enquanto um
residuo de magnitude 2 gera custo 4). Como consequéncia, a otimizagao
prioriza a reducao dos maiores erros residuais.

1.2 Exemplo Numérico: MSE com um Batch

Considere que a MLP do Lab 02 recebeu um batch de 3 candidatos ao em-
prego na DeepTech:

Candidato y Jpredito (y_yA)z

Bruno 00 04 (—04)2=0.16 3 3
Carlos 1.0 0.9 (0.1)2 = 0.01

Observe que o candidato Bruno (erro de 0.4) contribui proporcionalmente
mais para a perda total do que Carlos (erro de 0.1). Isso € intencional: o qua-
drado amplifica erros grandes, forcando a rede a focar neles.

1.3 Por que o Quadrado e Nao o Valor Absoluto?

Uma alternativa imediata seria a utilizagdo do erro absoluto |y — 7|. A preferén-
cia pelo termo quadratico decorre, neste exemplo, de sua suavidade e de sua
penalizagao mais forte para erros grandes. A fungao |e| apresenta um ponto
nao diferenciavel em e = 0, mas ainda pode ser otimizada por subgradien-
tes; por isso, a MAE também é usada quando se deseja menor sensibilidade
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a valores extremos. Ja ¢2 é continua e suavemente diferencidvel em todo o
dominio real, o que torna a analise do gradiente especialmente direta.

L L
* e e
le|: ndo-diferenciavel em e = 0 ¢’: suave e diferenciavel v

Figura 1: Comparagdo entre Erro Absoluto (esquerda) e Erro Quadratico (direita). O quadrado é matematicamente
“liso”, permitindo que o Gradient Descent funcione corretamente.

» Pratica: MSE em NumPy

A implementacdao da MSE em uma uUnica linha vetorizada €: mse =
np.mean((y_real - y_predito) *x 2). Observe como o NumPy vetoriza a sub-
tracao, a poténcia e a média sem nenhum laco for.

2 Derivadas e Gradientes: A Bussola da
Otimizacao
Antes de detalharmos o algoritmo da Descida do Gradiente, convém revisitar

a interpretacao geomeétrica dos operadores diferenciais desenvolvidos em
Calculo Diferencial e Integral:

¢ Informacao: Fundamentos de Calculo: Derivada e Gradiente

e Derivada Simples (f'(x)): Mede a taxa de variagao instantanea (a inclina-
¢ao daretatangente). No contexto da otimizagao, indica a sensibilidade da
perda em relagcao a variagoes infinitesimais em um dado parametro: se a
derivada for positiva, incrementar o parametro eleva o erro; se for negativa,
incrementa-lo reduz o erro.

e Vetor Gradiente (V£): Em funcdes com multiplos pardmetros, agrupa as
derivadas parciais de cada peso, quantificando a sensibilidade marginal
do modelo ao longo de cada dimensao ortogonal.

Para materializar essa teoria, considere uma funcao de perda hipotética (e
bastante simplificada) com dois pesos:

L(wy,w;) = wi + w} (2)
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Para descobrir a influéncia de cada parametro no erro, calculamos suas
derivadas parciais (derivando em relagao a um peso e tratando o outro como

constante):
;_Zfl = 2w1 ;_?fz = 27/()2 (3)
Cada derivada parcial mede a sensibilidade do erro em relacao a um peso
especifico. Se % > 0, aumentar w; eleva a perda, exigindo sua reducao; se for
negativa, o valor deve ser incrementado.
Em vez de ajustar os parametros isoladamente, o operador V (nabla) agrupa
essas taxas parciais em um Unico vetor gradiente no espaco de parametros

(R%, ou R? no caso geral):

T

VL = L?—Zfl, aa—zﬂ = [2wy, 2wo)" (4)

O Teorema da Descida Mais Ingreme do Célculo Ill prova que este vetor

aponta sempre para a direcao de maior crescimento da funcao. Como o obje-

tivo em redes neurais € minimizar a funcao de perda, a estratégia consiste em

caminhar na direcao oposta (—V L). Esse principio fundamenta o algoritmo
Gradient Descent (Descida do Gradiente).

e Teoria: Analogia: O Alpinista na Neblina

Imagine a situacao de descer uma encosta montanhosa sob neblina densa,
com visibilidade restrita ao solo imediato. O objetivo consiste em atingir a
regiao de menor altitude no vale (o ponto de perda minima). Na auséncia
de uma visao panoramica de todo o relevo, a estratégia consiste em avaliar
a inclinacao local do terreno sob os pés a cada passo e mover-se na direcao
de maior declive descendente.

De forma analoga, o algoritmo de otimizagao em redes neurais avalia apenas
o gradiente local calculado no ponto paramétrico corrente, ajustando os
pesos iterativamente sem necessitar de uma solug¢ao analitica fechada para
a superficie inteira.

3 A Intuicdo da Descida do Gradiente

Se visualizarmos a Funcao de Perda de uma rede neural em relagao a todos os
seus parametros de peso livre W, veremos uma superficie hiperdimensional.
Essa topografia € um relevo montanhoso e irregular. O objetivo da inteligén-
cia artificial € alcancar a altitude mais baixa possivel (o vale absoluto do erro
minimo).
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Perda L(W)
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Figura 2: llustragao vetorial da Descida do Gradiente percorrendo a topografia da fungao de perda rumo ao erro zero.
O vetor gradiente (roxo) aponta para cima; subtraimos para descer.

4 A Atualizacao dos Pesos

O coragao do aprendizado ndo esta na propagacao, mas na Atualizagcao dos
Pesos (Update Rule). Apds calcularmos o gradiente VW (o quao rapido o erro
muda se alterarmos levemente o peso), executamos a alteracao real nas ma-
trizes:

Whovo = Wapyar — - VW (5)

Onde « denota a Taxa de Aprendizado (Learning Rate), hiperparametro
que escala a amplitude do passo de atualizacao.

O comportamento da taxa de aprendizado pode ser compreendido pela
analogia com um sistema de controle de vazao ou ajuste de temperatura:

e 1 excessivamente pequeno (Passo conservador): Correcdes infimas a
cada ciclo exigem um volume elevado de iteragcdes para convergir, ele-
vando o tempo de treinamento e 0 consumo computacional.

e « excessivamente grande (Passo instavel): Correcdes desproporcionais
podem superar a regiao de minimo e projetar os pesos para pontos de
perda ainda maiores na encosta oposta. Isso causa divergéncia; em com-
binacao com gradientes grandes, inicializagao inadequada ou operacdes
numericamente instaveis, pode levar a Nall.

o « calibrado (Faixa operacional tipica: 1074 a 10~2): Promove decréscimo
consistente da funcao de perda com estabilidade numérica adequada ao
longo das épocas.
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4.1 Passo-a-Passo Numeérico

Para consolidar a intuicao, vamos calcular manualmente 5 épocas de trei-
namento usando uma fung¢&o de perda simplificada £(W) = W? (derivada:
VW =2W),com Wy =10.0e o« = 0.1:

Epoca W L=W? VW=2W W =W-01-VW

0 10.0 100.0 20.0 10—-2.0=8.0

1 8.0 16.0 8§—16=64

2 6.4 12.8 6.4 —128 =512

3 512 26.21 10.24 5.12 — 1.024 = 4.096
4 4.096 16.78 8.192 4.096 — 0.819 = 3.277
20 ~0.12 ~0.015 ~ (.24 ~ 0.10

Observe que a perda decresce de 100,0 para 0,015 em 20 épocas, demons-
trando a convergéncia do processo iterativo de otimizacao.

Note um padrao importante: a medida que W se aproxima de zero, o gradi-
ente (2W) também diminui. Isso significa que os passos ficam naturalmente
menores conforme nos aproximamos do minimo — o alpinista desacelera
quando chega ao vale. Esse comportamento € uma propriedade desejavel da
otimizacgao.
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o Informacao: Interpretagdo do Ciclo Iterativo

Cada linha da tabela reflete uma época (ciclo completo de atualizacao para-
métrica). Analisando a Epoca O:

e W (Parametro atual): O modelo inicia com peso W = 10,0.

e L (Valor da perda): Para esse valor de parametro, a funcao de perda as-
sume valor elevado (100,0).

e VW (Taxa de variagao): O gradiente obtido € 20,0, indicando inclinagao
positiva acentuada.

e Wyoo (Atualizagdo): Aplica-se a regra de descida: subtrai-se a fracao cali-
brada do gradiente (0,1 x 20,0 = 2,0), resultando no novo parametro ajus-
tado W = 8,0.

Na Epoca 1, 0 processo é recalculado sobre o parametro atualizado (W = 8,0).
A perda reduz-se para 64,0. A cada repeticao desse ciclo,0 algoritmo converge
progressivamente em direcao ao minimo local.

5 A Taxa de Aprendizado e os Fenomenos de
Divergéncia

O Learning Rate regula diretamente o tamanho do passo do nosso alpinista
vendado:

e &« muito pequeno: A taxa de convergéncia torna-se excessivamente lenta,
demandando um numero proibitivo de épocas e recursos computacionais
elevados.

e « 6timo: O aprendizado ocorre de forma estavel, promovendo decréscimo
consistente nas regides ingremes e passos menores na proximidade do
mMinimo.

e &« muito grande: Induz divergéncia. O passo dado supera a bacia de atracéo
do minimo, projetando os parametros para regides de custo crescente e
provocando oscilacdes desestabilizadoras.
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x pequeno: lento « ideal: eficiente « grande: diverge!

Figura 3: O impacto do Learning Rate na trajetéria do Gradient Descent. Um a ideal converge em poucos passos;
um a grande demais faz o peso “quicar” para fora do vale.

5.1 A Catastrofe do Exploding Gradient

Se o erro cresce a cada iteracao porque o Learning Rate esta desajustado,
a matematica exponencial da MSE causa um problema grave no hardware.
Vejamos o que acontece com a = 10.0:

Epoca w L=W? Wi =W-—10-2W
0 10.0 100 10 — 200 = —190
1 —190 36100 —190 4+ 3800 = 3610
2 3610 ~ 13 x 10° — —68590
3 —68590 =~ 4.7 x 10° — inf — NaN

As magnitudes numeéricas podem ultrapassar o limite de representacao
em ponto flutuante do hardware (overflow), resultando em valores indefini-
dos (NaN — Not a Number). Este exemplo mostra uma divergéncia causada
por taxa de aprendizado excessiva. A explosao do gradiente é um fendémeno
relacionado, no qual produtos de derivadas e pesos ao longo da retropropaga-
cao fazem as normas dos gradientes crescerem excessivamente; ela também
pode ocorrer por profundidade, inicializacao ou arquitetura inadequadas.

A Importante: Diretriz Pratica: NaN no Treinamento

A ocorréncia de NaN durante o treinamento decorre comumente de taxas
de aprendizado excessivamente altas ou instabilidades em operagcdes mate-
maticas (como logaritmo de zero ou divisdes por valores proximos de zero).
Uma verificagao inicial recomendada consiste em reduzir o Learning Rate
ou aplicar normalizacao aos dados de entrada. Adicionalmente, frameworks
oferecem escalonadores de taxa de aprendizado (Schedulers) e técnicas de
recorte de gradiente (Gradient Clipping) para mitigar esse problema.
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o Informacao: Uso de Frameworks (Keras, PyTorch, etc)?

O objetivo principal de frameworks modernos de IA, como Keras, nao € ape-
nas prover funcdes utilitarias como o Scheduler. Eles nasceram para abstrair
a complexidade matematica e de infraestrutura.

Em vez do engenheiro calcular derivadas a mao, alocar matrizes na memoria
da GPU e escrever loops de otimizacao linha a linha, o framework:

e Computa os gradientes de forma 100% automatica (recurso conhecido
como Autograd).

e Gerencia a comunicacao transparente entre a CPU e o processamento
paralelo da placa de video.

e Implementa defesas matematicas nativas contra instabilidades numeéri-
cas.

Nesta disciplina, estamos abrindo a “caixa-preta” e aprendendo a mecanica
por tras do algoritmo. Isso oferece fundamentos para investigar falhas de
treinamento ao usar o Keras, mas o diagnodstico depende do problema e de
evidéncias empiricas.

5.2 O Irmao Silencioso: Vanishing Gradient

O fendmeno oposto ao Exploding Gradient é o Vanishing Gradient (Desva-
necimento do Gradiente). E um erro silencioso, porém devastador.

O Efeito: Nele, os gradientes tornam-se tdo minusculos (préoximos de zero)
que a formula de atualizagao (Wyppo = W — a - VW) perde o efeito. Se vocé
tenta atualizar um peso subtraindo um gradiente de 0.00000001, 0 peso na
pratica nao muda. Como consequéncia, 0s pesos das primeiras camadas da
rede ficam “congelados”. A rede estagna e para de aprender as caracteristicas
basicas dos dados.
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A propagacao retrograda do sinal de erro envolve a multiplicacao encadeada
pelas derivadas das funcdes de ativacao em cada camada.

Quando se utiliza a funcdo Sigmoid, cuja derivada maxima é 0,25, cada ca-
mada intermediadria reduz a magnitude do gradiente a pelo menos um
quarto dovalor original. Em uma rede com 5 camadas ocultas,a composi¢cao
multiplicativa resulta em uma atenuagao severa:

(0,25)° ~ 0,00097 (6)

Como consequéncia, as camadas mais proximas da entrada recebem gradi-
entes ordens de grandeza inferiores aos das camadas finais, tornando a taxa
de atualizacao dos seus pesos praticamente nula.

Andlise Matematica da Saturacao na Sigmoid
A expressao analitica da derivada da Sigmoid é dada por:

o'(z) = o(z) - (1 - 0o(2)) (7)

O valor maximo dessa derivada ocorre em z = 0, onde ¢(0) = 0,5, resultando
em ¢’(0) = 0,25. Conforme as ativacdes afastam-se de zero em diregao as
extremidades positivas ou negativas, a derivada aproxima-se rapidamente de
zero. Esse produto cumulativo de fatores menores ou iguais a 0,25 foi um dos
principais fatores que inviabilizavam o treinamento estavel de redes neurais
profundas antes da adoc¢ao de novas funcdes de ativacao e esquemas de
inicializacao.

e Teoria: A Funcao ReLU e a Propagacao de Gradientes

A introdugdo da fungao RelLU (f(z) = max(0,z)) mitigou amplamente esse
desvanecimento: para qualquer ativacao positiva (z > 0), sua derivada € exa-
tamente unitaria (f'(z) = 1,0).

No calculo do Backpropagation, a multiplicacao por fatores unitarios nao
introduz decaimento exponencial ao longo das camadas:

1,0x1,0x1,0x1,0 x 1,0 = 1,0 (8)

Dessa forma, o sinal do gradiente preserva sua magnitude ao retropropagar
por regides ativas da rede. Vale ressaltar que a RelLU introduz outro aspecto
de projeto: neurdbnios com ativacdes sistematicamente negativas apresen-
tam derivada nula e deixam de atualizar seus parametros (Dying RelU), fe-
némeno remediado por variantes como a Leaky RelLU ou ELU.
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6 Backpropagation: A Regra da Cadeia em Agao

Nas sec¢des anteriores, afirmamos que o computador “calcula o gradiente” de
cada peso. Mas como exatamente ele computa a derivada parcial do erro em
relacao a um peso profundo, localizado em uma camada intermediaria da
rede? A resposta € o algoritmo de Backpropagation (Retropropagacao do
Erro), formalizado por Rumelhart, Hinton e Williams em 1986.

e Teoria: Metafora lll: A Regra da Cadeia e as Engrenagens do Reldégio

Imagine o mecanismo de um reldgio analégico com engrenagens conecta-
das em série:

Engrenagem de Entrada (W;) — Engrenagem Intermediaria (A1) —
Ponteiro de Saida (7))

Se o ponteiro de saida atrasou 5 minutos em rela¢cao ao horario correto (y),
como descobrimos o quanto a primeira engrenagem contribuiu para o erro?
A Regra da Cadeia do Calculo I/Il calcula exatamente essa transmissdo de
movimento. O Backpropagation é esse calculo de engrenagens feito de tras
para frente, atribuindo a cada peso sua parcela exata de responsabilidade
pelo erro final.

Aideia é aplicar a Regra da Cadeia do cdlculo diferencial de tras para frente
(da saida para a entrada), decompondo a derivada composta em uma série
de derivadas simples:

L 0L 0y 97 oA 97,
OW; 9§ 0Z, 0A; 0Z; oW,

Cada fator dessa cadeia € uma derivada local que pode ser calculada de
forma trivial:

(9)

) %: Derivada da fungdo de perda (ex: 2(j — y) para MSE).
° g—g: Derivada da fungao de ativagao (ex: 0(z)(1 — o(z)) para Sigmoid; O ou 1

para RelU).

° g_%v: Derivada da soma ponderada em relagdao ao peso (€ simplesmente a
entrada X).
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FORWARD —

+— BACKWARD (Regra da Cadeia)

Figura 4: O Backpropagation percorre o grafo computacional de tras para frente, propagando os “erros locais” de
cada nd via Regra da Cadeia.

6.1 Exemplo Numérico Completo

Para desmistificar o Backpropagation, vamos executar um passo completo
(forward + backward) em um neurénio simples com ReLU: § = max(0,w - x + b),
com L = (§ —y)~

Dados iniciais: x = 2.0, w = 0.5, 0 = 0.1, Y,y = 2.5, « = 0.1.

Passo Calculo Valor

— Forward Pass —

z w-x+b=05x20+0.1 1.1
7 ReLU(1.1) = max(0,1.1) 1.1
L (1 —y)?>=(11-25)2=(-14)> 1.9
— Backward Pass (Regra da Cadeia) —

% 2(9 —y) = 2(1.1—2.5) 2.8
% Derivadada ReLU paraz >0 1.0
%z x 2.0
— Gradiente Final —

%L (—2.8) x 1.0 x 2.0 —5.6
— Update Rule —

@i 0.5—0.1 x (—5.6) 1.06

O peso subiu de 0,5 para 1,06. Isso fara z subir na proxima época (aproximando-se de
y = 2,5),reduzindo o erro. Diferentemente da Sigmoid, o sinal do erro (—2,8) atravessou
a ativacao RelLU intacto (multiplicado por 1,0), sem atenuacao.
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o Informacao: Como ler o passo a passo?

A tabela ilustra o fluxo de dados em um neurdénio. Ela € dividida em quatro
blocos logicos:
1. Forward Pass: A rede recebe o dado e faz a previsao.

e z: E a soma ponderada. O neurdnio pega o dado (x = 2.0), multiplica pelo
seu peso atual (w = 0.5) e soma o viés (b = 0.1). O resultado bruto € 1.1.

e 7 (y-chapéu): E a previs&o final. Passando 1.1 pela RelLU (preserva os positi-
VvOs), a saida continua 1.1.

e L (Loss): E o tamanho do erro. A resposta correta (y) era 2.5. O Erro Quadra-
tico resultou em 1.96.

2. Backward Pass: Calculo derivadas parciais locais.

° %: Derivada da fung¢ao de perda. O sinal negativo (—2,8) indica que elevar
a predicao reduz a perda.

° %: Derivada da ativacao ReLU. Como z = 1,1 > 0, a derivada local € unitaria
(1,0).

o 3—5): Derivada da transformacao afim em relacao ao peso, correspondente
a propria entrada x = 2,0.

3. Gradiente Composto (Regra da Cadeia): O gradiente final da perda em
relagao a w resulta do produto encadeado dos termos locais: (—2,8) x 1,0 x
2,0= —5,6.

4. Atualizacao Paramétrica (Update Rule): Aplica-se a regra de descida
com taxa de aprendizado a = 0,1: wyee = 0,5— (0,1 x —5,6) = 1,06. Sendo o
gradiente negativo, a atualizacao incrementa o peso, reduzindo o erro na
iteracao.

L J

e Teoria: A Esséncia do Backpropagation

O Backpropagation nao € um algoritmo de aprendizado em si — é um al-
goritmo de computacao eficiente de gradientes. Ele reutiliza os célculos
intermediarios (os “erros locais” de cada camada) para evitar recomputa-
¢des redundantes. Assim, calcula os gradientes de todos os parametros com
custo da mesma ordem de grandeza de uma passagem forward, em vez de
derivar e reexecutar a rede separadamente para cada parametro. Vocés ja
viram a Regra da Cadeia em Calculo Il — aqui ela é aplicada repetidamente
ao longo do grafo computacional da rede.
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Na pratica, frameworks como TensorFlow e PyTorch implementam o Back-
propagation automaticamente através de um mecanismo chamado Auto-
grad (Diferenciacao Automatica). O engenheiro de IA raramente precisa calcu-
lar derivadas manualmente, mas compreender o mecanismo é fundamental
para diagnosticar problemas de treinamento.

7 Batch, Mini-Batch e SGD Estocastico

Até agora, implicitamente assumimos que o gradiente é calculado usando
todas as amostras do dataset de uma vez. Na pratica, isso é raramente viavel
para datasets grandes. A indUstria adota trés variantes:

e Batch Gradient Descent: Calcula o gradiente com as N amostras. Conver-
géncia suave, lento e exige memoaria.

e Stochastic Gradient Descent (SGD): Calcula o gradiente com uma unica
amostra. Rapido, ruidoso e instavel.

e Mini-Batch Gradient Descent: O padrdo da industria. Calcula o gradiente
com um subconjunto (ex: 32,64 ou 128 amostras). Combina a estabilidade
do Batch com a velocidade do SGD.

O hiperparametro batch_size No Keras controla exatamente essa escolha:

1 model.fit(X, y, epochs=50, batch_size=32)
2 # A cada iteracao, 32 amostras sao processadas
3 # e o gradiente e calculado sobre esse mini-lote

8 Otimizadores: Além do SGD

O SGD basico tem limitacdes conhecidas: oscila em vales estreitos, pode ficar
preso em minimos locais, e exige calibragcao cuidadosa do Learning Rate. A
pesquisa em otimizacao produziu variantes mais inteligentes:

e SGD com Momentum: Acumula “velocidade” ao longo das épocas, como
uma bola rolando montanha abaixo. Isso permite que o otimizador “ganhe
inércia” e atravesse regides planas sem parar.

e Adam (Adaptive Moment Estimation): Combina a ideia de momentum
com um Learning Rate adaptativo por peso. Cada peso recebe um «a dife-
rente, ajustado automaticamente com base no histérico de gradientes. E o
otimizador padrao da industria desde 2015.
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» Pratica: Adam no Keras

model.compile(optimizer=’adam’, loss=’mse’) — Iinstancia o otimizador
Adam com seus parametros padréao recomendados (¢ = 0,001, B; = 0,9,
B2 = 0,999), amplamente utilizados como ponto de partida robusto em
diversos problemas praticos.

9 Diagnostico do Treinamento

A Curva de Aprendizado (grafico de Loss x Epocas) é o “eletrocardiograma’”
da rede neural. Saber interpreta-la € uma habilidade essencial do engenheiro
de IA:

Sintoma Diagnéstico Solucgao
Loss = NaN Exploding Gradi- Reduzir a (ex: 0.001)
ent

Loss ndo desce Vanishing Gradi- Usar RelLU, aumentar «
ent ou & Mminus-
culo

Loss oscila sem «a grande demais Reduzira porfatorde 10
convergir

Loss converge a pequeno de- Aumentar a ou usar

muito devagar mais Adam
Loss cai e depois Overfitting Mais dados, regulariza-
sobe cao

10 O Loop Completo de Treinamento

O treinamento de uma rede profunda €&, portanto, um laco de repeticao (for
loop) computado sobre Epocas. Em cada época de treinamento o computa-
dor realiza as 4 etapas fundamentais:

1. Forward Pass 2. Calcular Loss 3. Backprop 4. Atualizar W
9= f(X,W,b) £ = MSE(y,7) VW = 2& W« W —aVIW
A

! repete por E épocas 1

___________________________________________________________

Figura 5: As 4 etapas fundamentais de cada época de treinamento. O ciclo se repete centenas ou milhares de vezes
até que a perda convirja para um valor aceitavel.
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O controle da taxa de aprendizado e a estabilizacao dos gradientes consti-
tuem requisitos centrais para o treinamento tanto de modelos lineares sim-
ples quanto de arquiteturas com bilhdes de parametros.

v Takeaways

¢ A Funcao de Perda (MSE) transforma o erro da rede em um ndmero que
o computador pode minimizar. O quadrado é suave e penaliza erros gran-
des; outras perdas, como MAE, também podem ser otimizadas conforme
o problema.

e O Gradiente (VW) € o vetor de derivadas parciais que aponta para a maior
subida; subtraimos para descer (Calculo Il1).

e A Update Rule (W,,,o, = W — aVW) é a base de algoritmos iterativos de
otimiza¢ao de parametros.

e O Learning Rate (1) modula a magnitude do passo de atualizacao: valores
excessivos causam divergéncia e NaN, enquanto valores diminutos tornam
o treinamento lento.

e O Backpropagation aplica a Regra da Cadeia em grafos computacionais,
avaliando gradientes com complexidade proporcional ao Forward Pass

(O(n)).

e SGD e Mini-Batch: Em vez de calcular o gradiente sobre todo o conjunto
de dados ou sobre amostras unitarias, o uso de Mini-Batches (ex: 32a 128
amostras) equilibra estabilidade de gradiente e eficiéncia computacional.

e O Adam € um dos otimizadores adaptativos mais difundidos na pratica,
combinando momento e taxas de aprendizado individuais por parametro.

11 Conclusao

Neste capitulo, examinamos a mecanica que permite a uma rede neural ajus-
tar seus parametros livres a partir de dados rotulados. A Funcao de Perda
(MSE) quantifica a discrepancia entre predicdes e referéncias; as derivadas
parciais identificam a sensibilidade de cada peso; a Descida do Gradiente for-
nece uma direcao local de correcao; e a regra de atualizacao recalibra a rede
iterativamente. O algoritmo de Backpropagation viabilizou a computagcao
eficiente desses gradientes em grafos multicamadas, enquanto a analise do
Vanishing Gradient motivou o uso de ativacdes nao saturaveis, como RelU,
em muitos casos. No proximo capitulo, examinaremos a essas rotinas Nno ecos-
sistema do Keras e TensorFlow.
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2 Questoes: Autoavaliacao

1

2

11 CONCLUSAO 17

[Direta] Explique por que a MSE eleva o erro ao quadrado em vez do valor absoluto. Cite
duas vantagens matematicas dessa escolha.

[Direta] Dado Wy = 5.0, L(W) = W? e « = 0.2, calcule o valor de W e £ apds 3 épocas de
Gradient Descent.

[Direta] Expliqgue o fendmeno do Vanishing Gradient e por que a ReLU pode atenué-lo
em comparagao com a Sigmoid.

[Reflexiva] Se o Gradient Descent sempre segue a direcdo de maior descida local, ele
pode ficar “preso” em um vale que ndo é o minimo global? Como a dimensao hiperdi-
mensional em redes profundas pode afetar?

[Reflexiva] Em que cendrio um engenheiro que ndo compreende a Regra da Cadeia e
a fisica da taxa de aprendizado e usa Frameworks que automatizam o Backpropagation,
pode tomar andlises erradas?

/OIATT-00/0pPnequod /get/seutTdrosTp/wod  xfoTssaTe//:sd11Y :LUS B19|dUUOD OBSIOA B 9SSa0Y


https://alessiojr.com/disciplines/ia2/conteudo/00-Livro/

12 PARTE 1: O DESAFIO DO ALPINISTA VENDADO 18

Lab. 03: Descida do Gradiente

*x Objetivo do Laboratério

Nos Labs 01 e 02, seus neurbnios propagavam dados, mas 0s pesos eram
fixos ou aleatorios — a rede “chutava”. Hoje vocé constréi o mecanismo que
faz a rede aprender: o laco de treinamento por Epocas. Vocé implemen-
tara a Func¢ao de Perda (MSE), o loop de Gradient Descent com a Update
Rule, visualizara a curva de aprendizado, e provocara deliberadamente um
Exploding Gradient para entender o risco de uma taxa de aprendizado mal
calibrada.

12 Parte 1: O Desafio do Alpinista Vendado

Na aula tedrica, vimos a analogia do Alpinista Vendado: ele esta perdido
Nnuma montanha (a superficie de erro) e quer chegar ao vale (o ponto de
menor erro). A cada passo, ele tateia o chao ao redor (calcula o gradiente) e
da um passo na direcao de descida. O tamanho do passo € controlado pela
Taxa de Aprendizado ().

Problema C: Calibrando o Alpinista

Contexto: Vocé € o engenheiro responsavel por calibrar o sistema de nave-
gacdo do Alpinista. A superficie de erro é uma parabola simples £L(w) = w?
(cujo minimo global € w = 0). Sua missao é implementar o algoritmo de
otimizagao e observar como o comportamento muda conforme a taxa de
aprendizado varia.

Modelo de Entrada:
e wyg=10.0 (posicao inicial do alpinista — longe do vale)
e  (taxa de aprendizado — o tamanho do passo)

e E (nUmero de épocas — quantos passos o alpinista dard)

Modelo de Saida:
e Vetor de erros [Ly, L4, ..., LEg_1] ao longo das épocas

e Grafico da curva de perda analitica (£L(w) x épocas)
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A. A Matematica por Tras

Para a funcao de perda L(w) = w?, a derivada (gradiente) é conhecida analiti-
camente: p
_ 42y
Vol = dw(w ) =2w

A cada época, o alpinista executa a Update Rule:
Whovo =W — & -Vl =w—0n-2w
L(w) = w?
Cada seta = 1 época

a=0.1

oy = 3.0

minimo

13 Parte 2: Implementando a Funcao de Perda
(MSE)

Antes de treinar, precisamos de uma funcao que meca o erro. Crie 0 arquivo
src/gradiente.py NO SeuU repositorio e implemente a MSE:

import numpy as np
def calcular_mse(y_real, y_predito):

1
2

3

4 """Calcula a Media dos Erros Quadraticos (MSE).

5 Quanto maior o valor, pior a rede esta performando."""
6

return np.mean((y_real - y_predito) **x 2)

e Teoria: Verificacao Rapida

Teste mentalmente: se Y, = [3.0,5.0] € yppeq = [1.0,5.0], entdo:

(3-12+(5-52 4+0
2 2

MSE = 2.0

Se a sua funcdo ndo retornar 2.0 para esse caso, algo esta errado.
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14 Parte 3: O Loop de Treinamento

Agora vamos construir o coracao do aprendizado: o lago de épocas com a
Update Rule. Para simplificacao didatica (a derivacao completa do Backpro-
pagation multicamadas vira nas proximas aulas), usaremos a funcao de perda
analitica £(w) = w? com derivada conhecida Vw = 2uw.

Adicione ao src/gradiente.py:

1 def treinar(learning_rate, epochs):

2 """Executa a Descida do Gradiente em uma pardbola simples.
3 Retorna o histdérico da perda analitica para analise."""
4 peso = 10.0 # Posicao inicial (longe do minimo)

5 historico_erros = []

6

7 for epoch in range (epochs):

8 # 1. Calcular a perda: L(w) = w~2

9 erro = peso **x 2

10 historico_erros.append(erro)

11

12 # 2. Calcular o gradiente: dL/dw = 2w

13 gradiente = 2 * peso

14

15 # 3. UPDATE RULE: w_novo = w - alpha * gradiente

16 peso = peso - (learning_rate * gradiente)

17

18 return historico_erros

A Importante: Entendendo a Linha Crucial

O segredo esta na linha peso = peso - (learning_rate * gradiente). Esta é
a Update Rule w,,,, = w — a - Vw traduzida em Python. Se «a for grande
demais, 0 peso “pula” para o outro lado da parabola — é o inicio do Exploding
Gradient.

Tabela: Primeiras 5 Epocas (x = 0.1, wy, = 10.0)

Acompanhe na mao as primeiras épocas para confirmar que seu codigo esta
correto:

Epoca‘ w ‘ﬁzwz V:2w‘ Whovo = W — 0.1 -V

0 10.0 100.0 20.0 10.0 -2.0=8.0

1 8.0 64.0 16.0 80—-16=64

2 6.4 40.96 12.8 6.4 —1.28 =5.12

3 5.12 26.21 10.24 5.12 —1.024 = 4.096
4 4.096 | 16.78 8.192 | 4.096 — 0.819 = 3.277

Observe como o erro cai consistentemente a cada época — € o alpinista des-
cendo a montanha com passos seguros!
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15 Parte 4: Visualizando a Curva de Aprendizado

Um grafico vale mais que mil niumeros. Adicione ao src/gradiente.py a funcao
de plotagem e o bloco principal:

N

import matplotlib

matplotlib.use(’Agg’) # Backend sem janela (para CI/CD)

3 import matplotlib.pyplot as plt
4
s def plotar_convergencia(historico, nome_arquivo):
6 """Gera o grafico da curva de perda analitica por época."""
7 plt.figure(figsize=(8, 5))
8 plt.plot (historico, color=’red’, marker=’o’, markersize=3,
9 linewidth=1.5, label=’Perda L(w)=w"27’)
10 plt.title("Curva de Aprendizado (Gradient Descent)")
11 plt.xlabel ("Epocas")
12 plt.ylabel ("Perda analitica")
13 plt.grid(True, alpha=0.3)
14 plt.legend ()
15 plt.tight_layout ()
16 plt.savefig(nome_arquivo, dpi=150)
17 plt.close ()
18 print (f"Grafico salvo em: {nome_arquivo}")
19
20 if __name__ == "__main__":
21 # Treino com LR seguro
22 erros = treinar (learning_rate=0.1, epochs=30)
23 plotar_convergencia(erros, "grafico_convergencia.png")
24
25 print (f"Erro inicial: {erros[0]:.4f}")
26 print (f"Erro final: {erros[-1]:.4f}")
Execute  python src/gradiente.py €  verifique que o grafico

grafico_convergencia.png Mostra uma curva descendente. O erro deve
cair de 100.0 para préximo de zero.

16 Parte 5: O Experimento do Exploding Gradient

Agora vem a parte mais instrutiva do laboratdrio: vamos quebrar o treina-
mento de propoésito para entender por que a escolha de a € tdo importante.

A. Provocando a Explosao

No terminal Python interativo (ou em um bloco separado do seu script), exe-
cute:

1

2

erros_explosivos = treinar (learning rate=10.0, epochs=5)

print (erros_explosivos)
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B. O que Acontece Internamente

Acompanhe passo a passo com a = 10.0:

Epoca‘ w ‘ L =uw? ‘Vsz‘wnovo:w—lo.O-V
0 10.0 100 20 10 — 200 = —190
1 —190 36100 —380 —190 + 3800 = 3610
2 3610 | ~13x10° | 7220 —68590
3 —68590 | ~ 4.7 x 10° | — Explosédo para +co / NaN

A Importante: Licdo Fundamental

Com a grande demais, o peso “quica” de um lado para o outro da parabola
com amplitude crescente. O erro ndo desce — ele explode exponencial-
mente até ultrapassar os limites de representacao numérica do computador
(inf), gerando depois NaN (Not a Number). Na pratica, quando vocé vé “NaN”
Nna saida do TensorFlow, quase sempre € um Learning Rate mal calibrado.

17 Parte 6: Testes Automatizados

Os testes ja estao prontos No arquivo tests/test_gradiente.py dO seuU reposi-
torio. Abra-o e observe a estrutura:

import numpy as np
from src.gradiente import treinar, calcular_mse

def test_mse_calculo_correto():
"""Garante que a MSE computa corretamente."""
y_real = np.array([3.0, 5.0])
y_pred = np.array([1.0, 5.0])
resultado = calcular_mse(y_real, y_pred)
np.testing.assert_almost_equal (resultado, 2.0)

def test_convergencia():
"""Garante que apds o treino, o erro despencou."""
erros = treinar(learning rate=0.1, epochs=30)
assert erros[-1] < erros[0], "A rede ndo aprendeu!"
assert erros[-1] < 0.1, f"Erro final alto: {erros[-1]}"

def test_sem_nan():
"""Garante que o treino com LR seguro ndo produz NaN."""
erros = treinar(learning_rate=0.1, epochs=50)

for i, e in enumerate(erros):
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assert not np.isnan(e), f"NaN na época {i}!"
assert not np.isinf(e), f"Inf na época {i}!"

def test_exploding_gradient_detectado():
"""Confirma que LR absurdo causa divergéncia."""
erros = treinar(learning _rate=10.0, epochs=5)
assert erros[2] > erros[0], "LR=10 deveria divergir!"

1 Rode os testes no terminal: pytest tests/test_gradiente.py -v.

2 Se atela exibir 4 passed em verde, sua implementacao esta correta.

18 Parte 7: Commit e Push

Com todos os testes passando:

23

1 git add src/gradiente.py
2 git commit -m "Lab 03: Gradient Descent + Exploding Gradient"
3 git push origin main

O GitLab Cl confirmard o Selo Verde automaticamente.

Conclusao: O que Vocé Construiu Hoje

v Takeaways

e Vocé implementou do zero a Fungao de Perda MSE e o Loop de Treina-

mento com a Update Rule wypp0 = w — a - V.

e Visualizou a Curva de Aprendizado mostrando o erro caindo de 100 para

proximo de zero em 30 épocas.

e Provocou deliberadamente um Exploding Gradient com « = 10.0 e obser-

vou 0s nUmeros explodindo para inf/NaN.

e Criou testes automatizados que validam convergéncia, auséncia de NaN

e deteccao de divergéncia.
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o Informacao

Gancho para a Préxima Aula: Vocé acabou de implementar manualmente o
que o Kerasfazem uma unica linha: model . fit (X, y, epochs=30).Na proxima
aula, vamos migrar toda essa engenharia manual para o ecossistema Ke-
ras/TensorFlow, onde o Forward Pass, a Loss, o Backpropagation e a Update
Rule sdo executados automaticamente com aceleracao em GPU. A pergunta
sera: “se o Keras faz tudo sozinho, por que precisei aprender isso na mao?”

— e a resposta ficara clara quando vocé precisar debugar um modelo que
Nnao converge.
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